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1. BEVEZETES

Mara megnétt a jelent6sége az olyan peremérték feladatok vizsgala-
tanak, melyek magukba foglaljak az érintkezési problémakort is. Ezek
nemcsak ipari feladatokndl, hanem koérnyezetvédelmi vagy orvosi alkal-
mazasokban is felmeriilnek. Lényegében minden mozgés kapcsolatban
van az érintkezéssel és a surlddassal. A jaras, a futds, a kerékpdrozds, az
autdval vagy vasuttal tortén6 kozlekedés, mind-mind érintkezés révén va-
I6sulhat meg. Abbdl adéddan, hogy az a felillet, amellyel a cipénk talpa,
vagy az autd abroncsa valdjaban érintkezik, kezdetben nem ismeretes,
egy egyszerlinek tiiné hétkoéznapi probléma is nemlinearis peremérték
feladat felallitdsahoz vezet.

Az érintkezés jelensége a mérnoki feladatokban leggyakrabban a kii-
16nb6z6 mechanikai alkatrészek egymassal valé érintkezésekor meriil fel.
Szamos mechanikai terhelés ilyen jellegii kapcsolatokbdl szarmazik. En-
nek a folyamatnak a vizsgalata, a mérnoki tervezés és elemzés soran
kulcsfontossagu.

Az érintkezési — vagy kontakt — feladatokat, erés nemlinearis jellegiik
miatt, korabban csak speciilis feltételezések mellett tudtak figyelembe
venni a tervezési folyamat sordn. A szdmitdstechnika és a mérnoki tu-
domanyok fejlodésének koszonhetden, ma mar szamtalan lehetoség all
rendelkezésre a numerikus mechanika eszkéztaraban arra, hogy az érint-
kezési jelenségeket kezeljitk. Ezek kozott az eljardsok kozott szamtalan
olyan van, mellyel megfelel§ pontossaggal megoldhatjuk a kontakt felada-
tot azért, hogy mar a tervezéskor figyelembe vehessiik a miikodés kézbeni
érintkezések hatédsait. Itt kell megallapitani azonban azt a tényt, hogy
a ma elérhet¢ dltalanosan hasznalt végeselemes programrendszerek nem
minden esetben alkalmazhatéak az érintkezés problémakorének vizsgala-
tara. Ezért a végeselem-modszerrel foglalkoz6 kutatdk szamara komoly
kihivéast jelent az, hogy hatékony, megbizhaté modszereket, eljarasokat
dolgozzanak ki az érintkezési feladatok numerikus megoldasa érdekében.

1.1. Irodalmi el6zmények

Tekintettel a technikai fontossagra, az érintkezés problémakore mar
a multban is sok kutatoét foglalkoztatott. Mindannyian ismerjiik a tényt,
hogy mar az dékori Egyiptomban sziikség volt arra, hogy hatalmas ko-
tomboket mozgassanak a piramisok felépitéséhez. Ezzel kapcsolatban
fel kellett, hogy meriiljon az érintkezés, illetve az egyszeriibb mozgatas
problémaéja.



Mivel a surlédasnak komoly technikai jelent&sége van, ezért ezt mar
szamtalan tudds vizsgalta. Koztiik talan legelsoként LEONARDO DA
ViINCT (1452-1519) emlitheté meg, akit a mai modern tribolégia aty-
jaként is emlegetnek. O mér 150 évvel AMONTONS strl6dési torvényei
elott leirta kéziratdban az AMONTONS—féle megallapitdasokat.

Az els6, matematikai szempontbol elvégzett elemzés EULER nevéhez
fliz6dik, aki haromszogekkel kozelitette a feliilet egyenetlenségét [4]. o)
vonta le a kovetkeztetést a tomeg mozgési egyenletének megolddsabdl
arra vonatkozdan, hogy a kinetikai surlédési egytitthaténak kisebbnek
kell lennie a tapadasi surlddasi egyiitthaténdl. Valdjdban EULER volt,
aki elGszor hasznalta a p szimbolumot a surlodasi egyiitthato jelolésére,
mely mind a mai napig elfogadott jel.

CouLOMB &tfogé kisérleti tanulmanyt végzett 1785-ben [3] és a ko-
vetkez6t allapitotta meg. A surlédéas kapcsolatban all a normal nyomés-
sal, a feliilet nagysagaval, az anyagjellemzokkel, a feliileti bevonattal, a
kornyezeti feltételekkel — igymint nedvesség, hémérséklet és légnyomaés
— és a surlédési er6 idofiiggésével.

Az érintkezés jelenségével kapcsolatos kutatasok gyokerei legalabb a
18. szdzadig nyilnak vissza. Akkoriban az érintkezésben résztvevd tes-
teket merevnek tekintették, alapvetoen azért, hogy a formuldkat egysze-
riien tudjak kezelni. Ennek koévetkeztében azonban a testekben ébred6
fesziiltségeket és az alakvaltozasokat nem tudtak meghatdrozni. Az elsé
analitikus megoldas, mely mar rugalmas testekkel foglalkozott, HERTZt61
szarmazik [7]. A HERTZz-féle érintkezési elmélet segitségével csak az érint-
kezési pont, vagy vonal kozvetlen kornyezetében hatdrozhaték meg a
fesziiltségek és az alakvaltozasok. Ezzel a moddszerrel tehat csak na-
gyon specidlis feladatokat tudunk vizsgalni. Ezt az elméletet azonban
a kontakt mechanika fontos mérfoldkovének tekinthetjiik. Az egyoldalu
érintkezési feladatok altaldnos érvényl formalizmusat SIGNORINI pub-
likdlta 1933-ban [26], feldllitva a peremérték feladatot egy rugalmas és
egy merev test érintkezésekor. Néhany specidlis statikai és dinamikai ru-
galmas érintkezést vizsgalt GOLDSMITH 1960-ban, tigymint két rid vagy
egy rugalmas test és egy sik kontakt feladata [5]. Ebben analitikus meg-
oldasokat szolgdltatott a problémékra, csatolva hozzajuk kisérleti ered-
ményeket is. Azonban csak nagyon kevés valdsigos érintkezési feladat
oldhaté meg analitikus médon. JOHNSON 1985-ben megjelent konyve
attekintést ad ezekrdl a feladattipusokrdl [9)].



Az érintkez6 alkatrészek szilardsagi vizsgalatahoz nem elegend6 csak
az érintkezési helyeken 1étrejové maximalis érintkezési nyomdas megha-
tarozasa; a fesziiltségi allapot teljes jellemzéséhez sziikséges a testek
minden pontjaban a f6fesziiltségek ismerete. Kordbbi munkdkban a fe-
sziiltségi allapotot a kor alakil és a parhuzamos egyenesekkel hatarolt
sav alaku érintkezési tartomény eseteiben vizsgaltdk, melyek elemzésé-
hez zéart alaki képleteket kaptak, mind a kialakul6 érintkezési tartomany
jellemz6 méreteire, mind az érintkezési nyomas eloszlasara. Ezek Gssze-
foglaldsdt PONORMAJOV tette meg 1958-ban [25], oly mddon, hogy a
mérnokok matematikai tdjékozottsaganak megfeleld részletességgel mu-
tatja be az elliptikus érintkezési tartomanyhoz tartozé geometriai és szi-
lardsagi jellemz6k meghatarozasanak modjat.

TIMOSHENKO és GOODIER 1970-ben megjelent rugalmassdgtan kony-
vében [28] az érintkezési alakvaltozdsok elmélete kor alaki érintkezési
feliilet esetében keriil bemutatasra. Ebben a targyaldsi modban az érint-
kezési feladatot a rugalmas féltérre — mely egy igen nagy kiterjedésii test
és a miikodo erore merdleges sik hatarol — haté koncentralt erd altal fel-
irhat6 hatdsmétrix segitségével kezeljitk. Az érintkezési fesziiltségek és
alakvaltozasok vizsgalatanak ezen médszere a mérnokok és technikusok
széles kore szamara hozzaférheto, mellyel lehetséges két Osszenyomodd
alkatrész elliptikus érintkezési tartomanyanak elemzése altaldnos eset-
ben is.

A testek érintkezési alakvaltozasainak vizsgalt kérdéséhez szorosan
kapcsolédik a rugalmas test alakvaltozasanak problémaja tetszéleges a-
lakd merev bélyeg benyomddésa esetén. A kor és elliptikus, sik és térbeli
bélyegekkel kapcsolatban tobb feladatot LUR'E vizsgédlt meg az 1964-es
[14] munkdjaban. Két rugalmas test kezdeti pontszerii érintkezési fela-
dataval matematikailag egyenértéki feladatot, a térbeli elliptikus bélyeg
feladatat vizsgalta.

Varidcids egyenlGtlenségek felallitdsaval lehet6ség van minden kap-
csol6dé peremfeltétel — beleértve az érintkezés és elvalds feltételeit is —
figyelembevételére. KIKUTCHI és ODEN varidciés egyenlétlenségek se-
gitségével vizsgalja a surlédéas nélkiili érintkezési feladat esetén a megol-
dés létezését és egyértékiiségét az 1988-as [10] publikdciéban. Kimutat-
tak, hogy a rugalmassigtani problémaknal az érintkezési feladat virtua-
lis munka elvbél szarmaztatott megolddsa ugyanazt az eredményt adja,
mint az, amely az érintkezési feltételekkel megfogalmazott potencialis
energia minimuma elvbdl szarmazik. Ezért a hagyomanyos optimalizald
eljarasok lehetOséget adnak arra, hogy ezeket varidcids egyenlGtlenségek



megoldésara is alkalmazzuk. KIKUTCHI és ODEN ugyanebben a cikkben
végeselemek segitségével kezelte az egyoldalu érintkezési feladatokat, me-
lyeknél a kialakulo érintkezési fesziiltség csak nyomofesziiltség lehet. Ez
a gyakorlat szempontjabdl azt jelenti, hogy a feliiletek nincsenek egy-
mashoz rogzitve példaul ragasztéval.

A LAGRANGE-féle multiplikdtoros mddszer keretein beliil az érint-
kezési-elvalasi feltételek egzakt mdédon kielégithet6ek, a modszer altal
igényelt potldlagos ismeretlenek révén. Ezeket az ismeretlen szorzdté-
nyezéket LAGRANGE-féle multiplikdtornak nevezziik. A bintetdparamé-
teres technika gy ismert, mint a legegyszeriibb fizikai tartalommal is
rendelkez6 moédszer. Ennek az eljarasnak kénnyti a programozhatosiga,
hatranya viszont, hogy a megoldas pontossidga nagymértékben fiigg a
biintetOparaméter megvélasztasatél, mivel annak nagysiaga jelentésen
befolyasolja a megoldandé egyenletrendszer kondicidjat. Ez azért van
igy, mert az érintkezési feltételek akkor lennének nagy pontossaggal biz-
tositva, ha a biintet6paraméter végtelen nagysigu lenne. A mddositott
LAGRANGE-féle multiplikdtoros technika egy olyan iterativ eljaras, mely
magéba foglalja a hagyomanyos biintetéparaméteres tagot és az el6z6
iterdcids lépésben kapott elmozdulas alapjan kiszdamolt LAGRANGE-féle
multiplikatoros tagot. Ezen mddszerek jellemzéit foglalta 6ssze ARORA
szerzOtéarsaival az [1] cikkben.

Ha a normal iranyt erdk eloszlasdt ismertnek tételezziik fel a kontakt
tartomany mentén, akkor a sirlodasos feladat variacids egyenlGtlenségeit
is definidlhatjuk, igy ahogyan PANAGIOTOPOULOS tette [23]. A varidcids
egyenl6tlenség megoldasa lényegében egy nem differencialhaté optimali-
zécios probléma megoldasat jelenti. A nem differencidlhaté természetét
a feladatnak az adja, hogy jelen van a nem differencidlhaté surlédasi
energia tag a célfiiggvényben.

A végeselem-modszer egyiitt fejlédott ki az egyre gyorsulé modern
szamitogépekkel. Az 6tvenes évek végén jelent meg egy publikicid, mely-
ben arrdl irtak, hogy végeselemek segitségével oldottak meg szerkezeti
problémékat (l4sd TURNER és munkatdrsai 1956-ban megjelent cikkét
[29]). Ezt kovetden az irodalom hihetetlen mértékben néni kezdett, mi-
vel az iparban nagy sziikség volt olyan feladatok megoldaséra is, amelye-
ket analitikus Gton méar nem tudtak kezelni. Ezutdn még nagyjabdl 10
év telt el, mig megjelentek olyan publikacidék, melyekben mar érintkezési
feladatok végeselemes megoldaséarol széltak. Ezek koziil is taldn az elso,
WILSON és PARSONS 1970-es publikéciéja [30].



A végeselem-mddszer harom tipusarol szokas beszélni annak alap-
jan, hogy milyen médon lehetséges a megoldds pontositdsa. A megol-
das javitasat elérhetjiik gy, hogy a végeselemek méretét csokkentjitk —
azaz noveljilkk a végeselemek szamat —, ekkor h-verziés mddszerrel dol-
gozunk. A szamitas pontositiasa azonban elérheté oly moédon is, hogy
az elemek méretét valtozatlanul hagyjuk, ellenben az elemeken miik6do
alakfiiggvények p fokszamat valtoztatjuk. KEzzel tulajdonképpen szin-
tén a feladatban szereplé ismeretlenek szamat noveljiik, és igy jutunk
az ugynevezett p-verzios végeselemekhez. E két technika parhuzamos,
Osszehangolt alkalmazasaval kapjuk a hp-verzids végeselem-mabdszert.

A p-verzids végeselem-mddszer alapjait SZABO és BABUSKA foglalta
Ossze az 1991-ben megjelent konyvben [27]. Bebizonyitottdk, hogy a
p-verzids elemek alkalmazdsa — ugyanannyi ismeretlenszam esetén — al-
taldban jobb megoldast nydjt, mint a h-verzids elemeké. A szingularita-
sokat is tartalmazo feladatok esetében a hp-verzids elemek segitségével
exponencidlis konvergenciat érhetiink el az energianorma tekintetében
[27].

Egy tovédbbi SzABO és BABUSKA 4ltal bevezetett osztalyozas a véges-
elem-médszerrel kezelt feladatokat harom tipusba sorolja aszerint, hogy
az Ue, tényleges megoldds milyen a vizsgdlt tartomédnyon [27]. A fel-
adat az A tipusba tartozik, ha a vélasztott felosztastdl fliggetlenill a
teljes elemen analitikus megoldédst kapunk. A B tipusu feladatban az
elemfelosztas oly médon torténik, hogy véges szamui pontot, vagy élet
kivéve a megoldas az elemen analitikus, azaz a nem analitikus helyek a
végeselem-hatéarra, vagy csomoépontba keriilnek. Ha azonban az elemfel-
osztas nem lehetséges 1igy, hogy az u., tényleges megoldasban tapasztal-
hat6 ugrasszerii valtozas az elemhatarra vagy a csomoépontba keriiljon,
akkor C' tipust feladatot vizsgalunk. Erintkezési feladatoknal sziikséges
az elemhatarok valtoztatdsa, mellyel elérhet6, hogy az un. C tipusu fel-
adat B tipusi legyen. Az elemhatérok ilyen céli mozgatdsdval els6ként
PACZELT és szerzOtarsai a [19] cikkben foglalkoztak.

Kiilonboz6 tipusi kétdimenzids érintkezési feladatokat vizsgdltak a
[17] publikdcié szerz6i. Kétdimenzids érintkezési feladatok esetén iterd-
ciés technikaval a p-verzids elemek igen jo megoldast szolgdltatnak az
érintkezési tartomany hatdaranak keresésekor.

A kiilonbozé gépelemek fesziiltségallapotat jelentésen befolyédsolja az
érintkez6 elemek geometriai kialakitasa, forméja. Nemcsak a legaltala-
nosabban hasznalt gépalkatrészek — tgymint illesztett széri csavarok,
gorgds-, vagy golydscsapigyak elemei — hanem akér a legbonyolultabb



szerszamgépek esetében is rendkiviili jelent6sége van az egymassal érint-
kezésbe keriil6 gépelemek, alkatrészek optimélis tervezésének. A szingu-
laritdsok elkeriilése, illetve a miik6dés kozben felmeriild, terhelés kovet-
keztében létrejovo fesziiltségallapotot hosszi tdvon elviseld szerkezetek
létrehozdsa az elsédleges cél, melyhez sok esetben specidlis megfontold-
sok sziikségesek.

Optimalizaléasi feladatok soran gyakran tekintjiik tervezési paramé-
ternek példaul az anyagjellemzéket, az alakot és méretet jellemz6 mé-
részamokat, terheléseket, a gépelemek kozotti kapcsolatok jellegét, il-
letve a kapcsolédd gépelemek topoldgidjat, amivel részletesen foglalko-
zott MROz a [15] dolgozatban. A mérndki gyakorlatban a gépelemek
kozotti kapcesolatokat sok esetben egyoldalu érintkezési feladatként mo-
dellezik, errdl olvashatunk szamtalan munk&t, ha a kontakt feladatok
irodalmét vizsgéljuk [12, 8]. HASLINGER és NEITTAANMAKI [6] konyve
széleskoriien ismerteti az érintkezési feladatok kapcsan felallithaté op-
timalizaciés problémak matematikai hatterét. Taldlkozhatunk kordbbi
munkékkal, melyekben célfiiggvényként a maximalis érintkezési nyomast
vizsgaltdk, tgymint CONRY és SEIREG cikke [2], vagy PACZELT és HER-
PAI munkdja [18]. Az érintkezési nyomds azonban egy nem folytonosan
differencialhaté fiiggvény, mely az optimalizdlds soran problémaéakat vet
fel. A [11], [13] és a [24] cikkek a teljes potencidlis energidt veszik fel
koltségfiiggvénynek, mig a hézagfiiggvény integral értelemben vett mel-
1ékfeltételként szerepel az optimalizacios feladatban.

Rugalmas vagy merev testként modellezett henger és egy linearisan
rugalmas test érintkezési feladatat vizsgalta optimalizaldsi szempontbol
szamtalan szerz6, tgymint KIKUCHI és TAYLOR [11], KLARBRING és
HASLINGER [13], vagy PACZELT és SzABO [20, 22]. Az érintkezési nyomas
megoszlasanak vezérlésével valdsitottak meg alakoptimalizalast, h- és p-
verzils végeselem-mddszer hasznédlatdval a szerzék [21]-ben. Egy Ossze-
foglal6 munkdban PACZELT mutat kiilénbdz8 gyakorlati problémékra
megoldast, az érintkezési nyomés megoszlasanak vezérlésével, amikor az
érintkez6 testek egyike merevtestszerii elmozdulassal és elforduldssal is
rendelkezik [16].

1.2. Célkittizések

Jelen értekezés az érintkezési feladatok numerikus vizsgalatat tekinti
els6dleges feladatanak. Két alapvetd iranyban folytatunk kutatast. Egy-
részt megvizsgaljuk a tengelyszimmetrikus érintkezési feladatok kapcsan



felallitott alakoptimalizalasi feladatokat. Mésrészt a térbeli érintkezés
problémakorét kivanjuk attekinteni és tjfajta szemlélettel kezelni.

) Uj tipusi optimalizalasi feladatokat kivanunk felallitani arra vo-
natkozéan, miszerint a gyakorlati feladatokndl mindig tekintettel
kell lenni arra, hogy a valésdgos anyag nem terhelhetd tetszéleges
mértékben. A kiilonbozd rugalmas anyagi gépelemek tonkremene-
telét a mérnoki gyakorlatban elsésorban az anyagra megengedett és
az anyagban kialakul6 redukalt maximalis fesziiltségek egymashoz
képesti viszonya szabja meg.

o A felallitott alakoptimalizacids feladatokra megolddsi eljarast ki-
vanunk kidolgozni, mely beépithet6 a 1étezd p-verzids szamitégépi
programunkba a kidolgozott elvek miikodésének illusztraldsa érde-
kében.

o Gorg6 alaku testek alakoptimalizaldsi kérdéseit szeretnénk meg-
vizsgdlni olyan tekintetben, hogy a mar 1étezé optimalizalasi le-
hetdségek hogyan fejlesztheték tovabb a kiilonbozd terhelési ese-
tek fiiggvényében. Meg kivanjuk vizsgdlni a gordiiléses érintkezés
problémakorét is azzal a céllal, hogy meggy6zodjiink arrdl, hogy
a surlodas hatasa az alakoptimalizdlas soran a gorgd alaku testek
érintkezésekor valoban elhanyagolhaté-e.

o A tengelyszimmetrikus feladatokon tullépve, haromdimenzids érint-
kezési feladat numerikus vizsgdlatat kivanjuk megoldani p-verzids
végeselemes program Kkifejlesztésével. Térbeli érintkezés esetén a
kialakul6 érintkezési tartomany méar nem egy vonal, hanem ese-
tiinkben egy egyszeresen Osszefiiggé feliilet, amelyet sima, zart
gorbe hatarol. Ennek a feliiletnek a pontos azonositdsa kulcskérdés
e nemlinedris feladat hatékony és preciz megoldasa érdekében.

Az érintkezési feliilet hatarat szeretnénk oly médon leirni, hogy az
a numerikus szimulacidk soran szamitogépi program &ltal 6nalléan
— ,adaptiv’ médon — valtoztathato legyen azért, hogy a kezdeti C
tipusu feladot B tipusuva alakitsuk at, mivel ily médon a p-verzids
elemek alkalmazasa tovabbra is exponencialis konvergenciat nytujt
a hibanorma tekintetében. Ennek érdekében meg kivanjuk vizs-
galni a kiilonb6z6 paraméteres gorbeleirasi modszereket, els6sorban
a B-spline és a NURBS gorbéket, mivel ezek a geometriai model-
lezési technikak kielégité rugalmassagot mutatnak, azaz a gorbék
alakja konnyen, néhany paraméter segitségével, valtoztathato.



2. A FELADATOK MEGOLDASASI MODSZERE

Egy rugalmas testekbdl felépitett hdromdimenziés mechanikai rend-
szert tekintiink. A kolcsonhatdsoknak csak a mechanikai jellegét vizs-
galjuk, nem vessziik tehat figyelembe a testek magneses, elektromos,
termikus kolesonhatasait, tovabba a testek egymasra gyakorolt gravita-
cios vonzoerejét is elhanyagoljuk. Feltételezziik, hogy a felmeriilé elmoz-
dulasok és alakvaltozasok kicsik, tovabba a terhelés hatésara létrejovo
alakvaltozas rugalmas. Masként fogalmazva, a linedris rugalmassdgtan
keretei kozott keressiik a megoldast.

Alakoptimalizalast az érintkezési nyomés megoszlasdnak vezérlésével
valositunk meg, kiillonb6z6 szempontok alapjan. Bemutatunk egy alta-
lunk tovédbbfejlesztett vezérld fiiggvényt [17], melyet alkalmassd tettiink
térbeli feladatok alakoptimalizdldsdra is (ldsd a 2.1. dbran).

2.1. abra: A nyoméasmegoszlast vezérl$ fiiggvény

A kovetkezd optimalizacids feladattipusokat tekintettiik:
1. Az érintkezési nyomés maximuménak minimalizdlasa.
2. Merevtestszerli elmozdulds maximalizaldsa.

3. Redukalt nyomaték vagy erdé maximalizdlasa.

4. Surlédasi (kopési) teljesitménybdl szdrmazé veszteség minimaliza-
lésa.



5. Gordiilo test alakoptimalizdlasa az érintkezési nyomdas megoszlasa-
nak vezérlésével.

A 2-5. feladatokat 1gy is megoldjuk, hogy az érintkezésben résztvevo
testekre megengedett HUBER-MISES-HENKY, vagy roviden VON MISES-
féle redukalt fesziiltséget is figyelembe véve hajtunk végre alakoptimali-
zalast.

Az els6 négy optimalizalasi feladat esetében p-verzids végeselem-maod-
szert alkalmazunk az érintkezési tartomany diszkretizaldsdhoz, mig a
gordiiléelem optimalizdlasakor a hatdsmatrix segitségével oldjuk meg
az érintkezési feladatot, melynek soran a disszertdaciéban felirt tiikrozési
technikat is felhasznaljuk.

Az altalunk felallitott alakoptimalizdlasi feladatokat az érintkezés-
ben résztvevd anyagokra vonatkozé fesziiltségi mellékfeltétellel lattuk el.
Ennek a figyelembevételéhez egy meglévo iterdcids alakoptimalizédsi al-
goritmust kiegészitettiink, ezaltal egy 1j linearizaciora épiilo iterdcids
eljarast dolgoztunk ki, ez a 2. tipusu iteracio.

A tengelyszimmetrikus testek érintkezési feladatanak megolddsa utén,
az altalunk vizsgalt mennyiségek optimalizalasa érdekében az érintkez6
testek alakjat nyomasvezérlés segitségével oly médon valtoztatjuk, hogy
a kitlizott célfiiggvénynek megfeleljen a numerikus megoldas.

A gorgd alaku testek alakoptimalizaldsdt médositott nyomdasvezérls
fliggvény segitségével hajtjuk végre olyan esetekre, amikor a testek terhe-
lése nem szimmetrikus médon tortént és emiatt az optimalizalas nélkiili
gorgdk terheléshez kozeli végeinél a normaliranyu fesziiltségekben nagy
szingularis értékeket tapasztaltunk. Megvizsgdltuk a sirlédas hatasat a
gordiil6 elemek optimalis alakjanak meghatarozasakor.

A numerikus szamitdsi tapasztalatok azt mutatjak, hogy p-verziéju
végeselemek hasznalatakor a magasfoku polinomok felerGsitik a szingu-
laritasok hatésat, oszcillaciét okoznak a megolddsban. Erintkezési fela-
datok esetén ez a fesziiltségmez&ben tapasztalhaté hullamzas jelentésen
csOkkenthet6, ha az S, érintkezési tartomanyt teljesen lefedik a végese-
lemek, azaz nincs olyan elem, amelynek egy része az (2, tényleges érint-
kezési tartoméanyon beliil van, mig a masik része az {2y réstartomanyba
esik.

Ez mas szoval azt jelenti, hogy a kezdeti C' tipusu feladatot — mely
alatt azt értjiik, hogy a derivéltbeli szakadas nem esik az elemhatarra,
azaz az elemen beliil van — 4t kell alakitani B tipusi feladatra, amikor
is az emlitett szakadas az elemhatarra esik. Ehhez az S, tartoményra
kifuté elemek alakjat meg kell valtoztatni.



A végeselemektdl elvart tulajdonsag, hogy az elemhatar tetszoleges
gorbe vonalra tudjon illeszkedni. Ezt a legegyszertibb médon az elemhez
rendelt él- és lapmenti paramétereken keresztiil, az elemen mikodo hie-
rarchikus alakfiiggvények segitségével valosithatjuk meg. Az elemhatar
approximaciojat a legkisebb hibanégyzetek elve szerint végezziik el.

A haromdimenzids érintkezési feladatok megoldasakor a kialakuld
érintkezési tartomdny alakjdra nem tesziink megszoritast — csupan azt
feltételezziik, hogy az érintkezési feliilet egyszeresen Osszefiiggé —, igy
egy zart paraméteres gorbe interpolacidval eléallithato a kialakul6 kon-
takthatar. Ez a leirasi médszer azzal az egyértelmi elonnyel jar, hogy
a vizsgdlat targyat képezo érintkezési és elvalasi hatar sima, folytonos
paraméteres gorbe altal leirt, mely kénnyen, néhany kontrollpont altal
moédosithaté annak érdekében, hogy a végeselemek pontosan az elvalasi
hatarra illeszkedjenek.

A SzaBO és BABUSKA éltal bevezetett osztélyozasban [27] az ere-
deti nemlinearis érintkezési feladat egyértelmiien a C' tipusba sorolhato,
mivel az érintkezési és elvdlasi tartomanyok hatdra elére nem ismert,
vagyis a szamitds sordn a kezdetben létrehozott végeselemes felosztast
folyamatosan médositani kell annak érdekében, hogy B tipust feladatot
kapjunk, mely nagyobb pontossaggal oldhaté meg. A B-spline, illetve
a NURBS térgorbe lefrasi modszerek ehhez biztositanak jol hasznélhatd
eszkozt.

A térbeli érintkezési tartomany hatarat egyetlen, paraméteres térgor-
bével irjuk le. A spline technika alkalmazésa nagy hatékonysagu, ijszert
modellezési mddszer az érintkezés problémajanak kezelésére. Nagy el6-
nye, hogy tetszbéleges alaki sima gorbét lehet vele eléallitani és mindossze
néhany vezérlé paraméterrel rendkiviil rugalmas moédon valtoztathato.

Az elemhatér-mozgatasi technikdt mind a tengelyszimmetrikus két-
véltozds alakoptimalizaldsi példakndl, mind a haromvéltozds érintkezésre
vonatkozé kontakt feladatoknadl felhasznaljuk.

Szamitégépes program keriilt kidolgozasra mind a kétvaltozos opti-
malizdlas, mind a haromdimenzids érintkezés p-verzids végeselem mdd-
szerrel torténé vizsgalatara. A bemutatott technikdk iteracids eljara-
sokra épiilnek, melyek soran az érintkezésben szerepet jatszo elemek moz-
gatasat az algoritmus ,,adaptiv’ médon finomitja a leheto legjobb megol-
dés elérése érdekében. A numerikus szamitdsok a két-, illetve a hdrom-
valtozés feladatokndl egyarant igazoltak, hogy nagypontossiagu megoldas
p-verzidju elemek hasznalataval csak akkor érheté el, ha a szamitasokat
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az ), tényleges érintkezési altartomanyra lokalizalt — transzformalt —
elemhatarokkal végezziik el.

3. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

Az értekezés 1j tudomdnyos eredményeit az aldbbi tézisek foglaljak
Ossze:

1. Nyomasvezérlést felhasznélva 1j érintkezési-optimalizacids felada-
tok nyertek megfogalmazést a bélyeg tipusu érintkezési feladatok
esetén, a redukdlt fesziiltségre vonatkozo korldttal, melyeket a 3.1.
tablazat sorol fel (1), (2), (6), (7).

3.1. tablazat: Optimalizdlt mennyiségek

wp | eldirt elmozdulds maximalizdlasa

F, | 6sszeszorité eré maximalizaldsa

Mrp | atvihetd csavarényomaték maximalizalasa

D | surlédasi veszteség minimalizélasa

2. Az 1. tézisben megfogalmazott optimalizdciés feladatokra iteracids
modszer keriilt kifejlesztésre. A kidolgozott technika tobb egymast
koveto iteraciobol all. Az 1. tipusi iterdcid végzi az alakoptimali-
zalast — lerogzitett vezérléparaméterek mellett —, mig a 2. tipusu
iterdcié a bevezetett fesziiltségi korlat kielégitését szolgalja, mely
alapvetOen a linearizalas elvén miikodik. A nemlinedris optimaliza-
lasi feladat megoldasara javasolt iterdcids technika konvergencidjat
a kidolgozott végeselemes program numerikus szamitasai igazoljak

(1), (7), (12).

3. Gorgd alaku testek ujszerti alakoptimalizaldsa a rugalmas féltér
hatdsmatrixa alapjén (1), (5):

(a) Gorg6 alaku testek nyomdsvezérld fiiggvénnyel torténé alak-
optimalizdlasara 1j, modositott vezérlo fiiggvény keriilt ki-
dolgozasra az fo és fs paraméterek bevezetésével, siurlodéds
nélkiili esetben. A nyomésvezérléssel mitk6d6 optimalizalast
a kidolgozott szamitégépi program numerikus szimulédciéval
mutatja be.
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(b)

A gorgd alaku testek alakoptimalizéldsa a nyomds vezérlése
mellett, a sirlédas hatasanak figyelembevételével tortént. Eh-
hez szamitégépes program késziilt, a KALKER altal kidolgo-
zott FORTRAN nyelvii program felhasznélaséval.

4. A hdromdimenziés érintkezési feladat ij numerikus kezelése (3),

(4), (9), (10).

(a)

Az egyszeresen 0Osszefiiggd tényleges érintkezési tartoméanyok
esetén a kialakul6 térbeli érintkezési tartomany hatargorbéje
egyetlen paraméteres — B-spline, vagy NURBS — térgorbével
keriilt leirdsra. A végesszamu érintkezési-elvdlasi pontokra
illeszked6 zéart interpolalé gorbe elééllitasa a kontrollponto-
kat egyértelmlien meghatarozé algebrai egyenletrendszer fel-
allitasaval és annak megoldasaval torténik, ennek elvégzésére
szamitogépes program keriilt kifejlesztésre.

Az Q,, tényleges érintkezési tartomanyhatérra valé poziciond-
ldshoz egy 1j technika keriilt kidolgozasra. Az elemhatarok
elvélasi- és réshatarra vald illesztéséhez egy ,adaptiv’ elven
miik6do, hatékony iteracids algoritmus lett 1étrehozva, mely
a linearizalas elvén alapszik. Ezaltal a p-verzids elemek alkal-
mazasa tovabbra is exponencidlis konvergenciat nyujt a hiba-
norma tekintetében.

A p-verziéju végeselemeket felhaszndld, Fortran 90 nyelven
megirt szamitogépi programban, olyan — az irodalombdl nem
ismert — algoritmus keriilt kidolgozéasra, amely a biintetopa-
raméteres technikdval megoldott érintkezési feladat eredmé-
nyeinek birtokdban

— linearizalassal, lerogzitett vonalak mentén megkeresi az
interpolacids pontokat,

— elodllitja az interpolacios spline-t,

— a hibanégyzet minimuma elv révén megkeresi az érint-
kezési tartoméanyt magédba foglalé végeselemek leképzési
paramétereit,

— eléallitja az 4j méretli végeselemeket, azaz az 1j elemhalé-
zatnak megfelelGen felépiti az elemek merevségi matrixat,
redukélt terhelési vektorat

majd a kordbbi végeselemes programokban is szerepl6 1épések
(algoritmus) révén megoldja az érintkezési feladatot.



4. TOVABBFEJLESZTESI IRANYOK, LEHETOSEGEK

A fesziiltségmez6ben tapasztalhaté hullimzéas — kétdimenzids tapasz-
talataink alapjan — annak tudhaté be, hogy az érintkezés-elvélasi tarto-
manyhataron nagyméretii elemeket alkalmaztunk. Egyik tovabbfejlesz-
tési cél, hogy ezen hatar kozelében ,adaptiv” elemsiiritést hajtsunk végre
a tovabbi pontositas érdekében.

Tovabbi lehetGség az is, hogy az egyetlen zart érintkezési tartomé-
nyon beliil vizsgaljuk a tapaddsi és a csiszési altartoményok elhelyezke-
dését. Ezek azonositdsa szintén csak tobb zart, vagy kapcsolédo térgor-
bével lehetséges.

A rugalmas-képlékeny anyagmodellii feladatok vizsgédlata is megko-
veteli a képlékeny alakvaltozasi altartomanyok pontos azonositdsat. A
hatarvonalak, feliiletek preciz leirdsdra szintén alkalmasak a paraméteres
térgorbék.

Nyitott kérdés a rugalmas-képlékeny anyagu testekbol felépitett me-
chanikai rendszerek érintkezési feladatanak pozicionaldsi technikat alkal-
mazdé — p-verziés elemek melletti — megoldédsa elészor kétdimenzids, majd
haromdimenzids feladatokndl. Ez utébbi esetben a képlékenyen alakval-
tozott testrész zart feliilettel hatarolt, melynek leirasara az interpolald
NURBS feliiletek alkalmasak lehetnek.

Természetesen térbeli feladatok kapcsan is felallithaték érintkezési-
optimalizdcids feladatok, melyek vizsgalata szintén egy lehetséges to-
véabbfejlesztési irdnya a jelen disszertaciéban elért eredményeknek.
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