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Témavezeto ajanlasa

Baksa Attila ,,Erintkezési feladatok numerikus vizsgalata”

cimi Ph.D. értekezéshez

Az érintkezési feladatok numerikus mechanikan beliili megolddsa napjaink egyik ki-
emelt kutatasi teriilete. Szdmos kérdés meriil fel, pl. hogyan lehet nagy megbizhaté-
sagu eredményeket elérni, hogyan lehet a megoldas pontossdgat megbecsiilni, hogyan lehet
Osszekapcsolni és tovabbfejleszteni a korabbi eredményeket a jelen altal felvetett problé-
makkal és megoldasokkal?

Az értekezésben Baksa Attila nagy energidaval, szorgalommal és koriiltekintéssel végezte
vizsgélatait.

Kutatasainak egyik irdnya érintkezési optimalizalasi feladatokkal van kapcsolatban,
mig masik része a haromdimenziés testek kozotti surlodasnélkiili érintkezési viszonyok
tisztazasaval.

Az optimalizalasi feladatok egyik csoportja forgastestekkel kapcsolatos, masik része
gorgok kialakitasaval. Gorgdk feladataindl a féltérre vonatkozd rugalmassagtani alapssze-
fliggések nyernek felhasznalast, mig a tobbi feladatndl a p-verzidéju végeselem-modszer.

A forgéastestek optimalizicids feladatindl Gjdonsagként a fesziiltségi korlat figyelembe-
vétele, a kordabbi iteraciés médszer kib6vitése jelent 1j eredményt. A gorgd optimalasdnal
a nyomasvezérlési fiiggvény mddositasaval és ebbdl adéddan 1j optimalis alakok meghata-
rozasaval jarult hozzé az érintkezési optimalizaciés feladatok irodalmahoz.

A hdromdimenzids érintkezési feladatok p-verzids végeselemeket felhaszndld 4j tipusi
megoldasaval elérte, hogy az eredeti un. C tipusu feladatosztdlyba sorolhaté problémat
at tudta vinni lényegesen magasabb konvergencia sebességet ad6é un. B tipusu feladatta.
Ezt B-spline, illetve NURBS térgorbék felhasznalasdval, az érintkezési hatar mozgatasa-
val, poziciondlasaval lehet biztositani. Az egyszeresen Gsszefiigg6 érintkezési tartomanyok
leirdsara szolgdld spline-ok Gsszefiiggéseinek gondos elemzésével, az irodalomban taldlhaté
pontatlansdgok feltarasaval, azok pontositdsaval, a vezérlési (interpolécids) pontok koor-
dindtainak iteraciés uton torténd meghatarozasaval olyan algoritmust dolgozott ki, amely
a szokvanyos p-verzids végeselem programokba kénnyen beépithetd.

Baksa Attila eredményeirdl rendszeresen beszdmolt kiillonboz6 hazai és nemzetkozi £6-
rumokon eleget téve a Salyi Istvan Gépészeti Tudomanyok Doktori Iskola publikacios

kovetelményeinek.
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Elvégzett szamitasai, azok bemutatésa a kidolgozott elvek helyességét bizonyitjak, ala-
tamasztjak.

Az értekezés gondos munkat tiikkroz, szovegezése jol érthetd, abrai a mondanivalét jél
alatdmasztjak, tézisei a Ph.D. cim elnyeréséhez sziikséges kivanalmakat messzemenGen

kielégitik.

Miskolc, 2005. oktéber 3.

Prof. Paczelt Istvan

akadémikus



El6szd

A mai mérnoki problémak megoldédsa sordn sok esetben kell szilard testek érintkezési
feladataival foglalkozni, de a hétkoznapi életben is taldlkozhatunk ezen feladatkorrel. Tu-
lajdonképpen senki sem tudna jarni ha nem volna surlédéasos érintkezés, illetve az auték
sem kozlekedhetnének hasonlé okok miatt. Ebbdl kiindulva az érintkezési feladatoknak —
mérnoki szempontbdl — nagy multja van. Gondoljunk csak az egykori Egyiptomi Biroda-
lomra, ahol hatalmas kotomboket kellett a helyiikre illeszteni a piramisok épitése soran.
Késobb szamos tudos foglalkozott az érintkezéssel, mint példdul LEONARDO DA VINCI,
aki mar a XV. szazadban mért sirlédasi er6t; majd a XV III. szazadban COULOMB mar
a feliileti érdesség szerepére hivta fel a figyelmet.

A disszertécio a bevezetés utan roviden dttekinti és rendszerezi az érintkezési feladatok
nagy terjedelmii irodalmat. Természetesen ezt korantsem lehet teljes értékiinek nevezni,
csak megprébéljuk a tervezett alkalmazas céljabdl a lényeges szempontokat vizsgalni, be-
mutatva a kiilonb6z6 technikdkat és azok alkalmazhatésagat, tovabba ramutatunk azok
hidnyossagaira, esetleges gyengeségeikre. A kovetkezOkben leirjuk az érintkezési feladatok
vizsgalatdhoz sziikséges mechanikai hatteret. Ezen feladatok megoldasara kiillonb6zo tech-
nikai megoldasok léteznek, amiket szintén ismertetiink, természetesen a teljesség igénye
nélkiill. A tovabbi fejezetekben a kutatdsok eredményeit foglaltuk tssze témakoronként,
bemutatva benniik az elvégzett elméleti és gyakorlati munkat.

A disszertacié két {6 teriiletrdl tartalmaz \j eredményeket. Az els6, melyet az 5. fe-
jezetben irunk le, alakoptimalizdlassal foglalkozik, ahol szdmos, gyakorlati szempontbdl
hasznos optimélizalasi problémét allitunk fel és oldunk meg numerikus dton. A maésik
teriilet, a haromdimenzids érintkezéssel kapcsolatos, errdl szél a 6. fejezet. FEzekhez a
részekhez nagy mennyiségii numerikus szimulacié is tartozik, melyek koziil néhanyat, a

terjedelmiikre valé tekintettel, a mellékletekben helyeztiink el.
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Alkalmazott jelolések

A skaldr mennyiségeket normal vastagsdgu latin, vagy gorog, d6lt kisbettikkel (példaul
k, p), a vektormennyiségeket vastagon szedett, délt kisbettikkel (példaul u, r), a tenzor
mennyiségeket vastagon szedett, d6lt nagybetiikkel jelsltiik (példaul T', D).

A végeselemes felirdsban szereplé matrixokat vastagon szedett, 4ll6, latin nagybetiik-
kel szedtiik (példdul K, B), kivételt jelentenek ez aldl a gorog betiikkel jelolt matrixok,
amelyeket vastagon szedett, délt kisbetiik jelolnek (példdul o, €). Azokat a matrixokat,
melyeknek csak egy oszlopa van — a tovabbiakban vektornak nevezziikk — a szedésben

megkiilonboztetésként vastagon szedett, 4116 kisbettikkel {rtuk (példaul q, k).

Alkalmazott matematikai jel6lések

v — barmely halmazelem
— skalaris szorzas

o — diadikus szorzas

X — vektoridlis szorzas

— kétszeres skalaris szorzas

(") — két fiiggvény skaldris vagy belsd szorzata
F@) Lg@) —(f@),g(@)=0

\ — a nabla differencial operator

oI1 — els6 varidcidja II-nek

[ — skalar abszolut értéke

[ -1] — vektor abszolit értéke

AT AT — az A tenzor, illetve az A matrix transzponaltja
A7' A1 —az A tenzor, illetve az A métrix inverze

3] — parcialis differencidloperator métrix

% —a (-) mennyiség parcidlis derivaltja x szerint

: 1 e a(:
) — id0 szerinti derivalés, azaz %

—~

Kaligrafikus betiivel jelolt mennyiségek

LA — LAGRANGE féle multiplikdtoros technikaban hasznalt funkcional

LPE — biintet6paraméteres technikandl alkalmazott funkcional

LAY — kombinalt vagy "augmented LAGRANGIAN” médszernél hasznalt funkcional
Spebn — csonkolt tér — truncated space — (négyszogelemeknél)

Shsn — teljes tér — tensor product space — (négyszogelemeknél)

SpePmPe — csonkolt tér — truncated space — (hexaéder elemeknél)

SpsPn P teljes tér — tensor product space — (hexaéder elemeknél)
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Gorog betiivel jelolt mennyiségek

A — érintkez6 testek z iranyu kozeledése
Q — feltételezett érintkezési tartomény
Qo — tényleges réstartomény
Q. — S§¢ tartomany azon része, ahol nyomasvezérlés torténik
Qne — S tartomdany azon része, ahol nem torténik nyomasvezérlés
Q, — 5% tartomdny azon része, ahol ténylegesen érintkezés alakul ki
11 — teljes potencidlis energia
« — fels6 index, a test jele, értéke 1 — a felsd testre, vagy 2 — az alsé testre
1) — pozitiv allandd
¥ — pozitiv allandé
Vays Vaz, Vyz — fajlagos szogtorzuldsok
Onm — KRONECKER-szimbdélum
€p — elore definidlt hibakorlat
€z, Ey, €z — fajlagos nytuldsok
e — alakvaltozasi vektor
0 — pozitiv allandé
A — pozitiv allandé
A — merevtestszerli elmozduldsvektor
Ar — elmozduléds-koordindtak vektora
AM — szogelfordulds-koordinatak vektora
I — surlodasi tényez6
v — POI1SSON-tényez6
p* — « test tOmegsliriisége
o” — fesziiltségi tenzor koordinataibdl alkotott oszlopvektor
o — normdl irdnyt érintkezési fesziiltség
oy — anyagra megengedett maximalis fesziiltség
Ocq — redukalt fesziiltség
Oy —  irdanyu normalfesziiltség hengerkoordindta rendszerben
oy — r irdnyd normaélfesziiltség hengerkoordinata rendszerben
o, — z iranyu normalfesziiltség hengerkoordinata rendszerben
T, — e, irdnyd n normalist feliileten értelmezett csisztaté fesziiltség
Tz — csusztatofesziiltség hengerkoordinata rendszerben
Latin betiivel jel6lt mennyiségek
Aj — az A tenzor els6 skaldr invaridnsa
A“ — alakvéaltozési tenzor
D* D¢ — anyagallanddk tenzora, métrixa
E — rugalmassagi modulus
F —er§
Fr — surlddési erd
G — csusztatd rugalmassagi modulus
Gr — geometriai métrix
H* (x, s) — GREEN-fiiggvény
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Latin betiivel jel6lt mennyiségek

H — hatdsmatrix

I — egységtenzor

L; — nyomdseloszlds vezérl$ fiiggvény paraméterei (i = 1, 2, 3, 4)

L. — n. iranyd elmozduldskoordinatdk szamitasahoz sziikséges alakfiiggvények
matrixa

Ly — t, vagy t, irdnyd elmozduldskoordindtdk szamitdsahoz sziikséges

alakfiiggvények matrixa

{L, (z)},", — LEGENDRE polinomok
N — ismeretlenek szama
N? (u) — p-ed fokd B-spline alapfiiggvény
NEP?P — ismeretlenek szdma, p-ed foki csonkolt tér esetén
NPP — ismeretlenek szama, p-ed foku teljes tér esetén
Nt — i-edik csomdéponthoz tartozé alakfiiggvény (négyszogelemnél)
Nf’{ — ey, élhez tartozd alakfiiggvény (négyszogelemnél)
Nibj — bels6 alakfiiggvény (négyszogelemnél)
Niia — i-edik csomoéponthoz tartozé térbeli alakfiiggvény (hexaéder elemnél)
Nf,’{’l — ey, élhez tartozd térbeli alakfiiggvény (hexaéder elemnél)
i’j ’;-71 — fi oldallaphoz tartozo térbeli alakfiiggvény (hexaéder elemnél)
Nﬁ ik — bels§ alakfiiggvény (hexaéder elemnél)
NP (¢) — p-ed fokti LAGRANGE polinomok
N« — « testhez tartozé approximdcios méatrix
P, (x) — polinom
P — approximaciés matrix
S — az a-adik test feliileti tartomanya
Se — az c-adik test feltételezett érintkezési tartomanya
Sa — az a-adik test feliileti tartomdnya, ahol eléirt az elmozdulés
Sy — az a-adik test feliileti tartoméanya, ahol el6irt a feliileti terhelés
T — az a-adik testre vonatkozé fesziiltségi tenzor
Py — globélis-lokélis transzformacié matrix
P — transzformacié matrix
Ve — az a-adik test térfogati tartoméanya
V (x) — nyomdseloszlas vezérlé fiiggvény
a — érintkezési tartomdny jellemz8 (sugdr) mérete
c — biintet6 paraméter
c(u) — az u paraméterhez tartozé pont helyvektora a B-spline térgérbén
¢, (u) — az u paraméterhez tartoz6 pont helyvektora a NURBS térgorbén
d — testek kozotti alakvaltozas utani hézag
d; — az i-edik interpolécids pont helyvektora
e — szdmitdsi hiba (a végeselem mddszernél)
€, €y, €, — DESCARTES-féle koordinatarendszer egységvektorai
e, e, e, — hengerkoordinéata rendszer egységvektorai
{fn(2)} — egymadstol linedrisan fiiggetlen fiiggvények halmaza
fa, f3 — nyomaseloszlas vezérlo fliiggvény paraméterei

ix



Latin betiivel jel6lt mennyiségek

{gn (z)} — ortogonadlis bézis fiiggvények halmaza

h — testek kozotti kezdeti hézag

h® — testek kozotti hézag meghatarozasahoz sziikséges paramétervektor

{h, (z)} — ortonormdlt fiiggvények halmaza

Ustep — ciklusvaltozoé

Tterh — terhelési 1épés sorszama

k — pozitiv allando

k — ciklusvaltozé

Kk~ — az a-adik testre vonatkozd egységnyi tomegen miikodo terhelési vektor

1 — kiils6 terhelésbol szarmazo elmozdulasvektor

n — az alakfiiggvények szama

Ne — egy elemen értelmezetett alakfiiggvények szama

n< — az a-adik test feliileti normalisa

N, — feliileti normélis

P — polinom fokszama

Po — maximalis érintkezési nyomas

D; — az t-edik kontrollpont helyvektora

pY (u) — homogén koordinatdival megadott kontrollpont helyvektora

P — diszkrét pontbeli nyomasértékek vektora

Prmax — maximalis érintkezési nyoméas

Pn — LAGRANGE-féle multiplikator, érintkezési nyoméas

De — & filggvények polinom fokszdma

Dn — n fiiggvények polinom fokszdma

j — tangencidlis irdnytu teher vektor

p” — az a-adik testre eldirt feliileti terhelés

q® — az a-adik testhez tartozo paramétervektor

qaq — S tartomanyon kiviili elmozdulasmezd szamitasdhoz
sziikséges paramétervektor

qd — 5¢ tartomanyba es6 globalis rendszerbeli elmozduldsmez6 paramétervektora

qap — S tartomanyba es6 lokalis rendszerbeli elmozduldsmezé paramétervektora

T — helyvektor

r — sugar iranyu koordinata

re — az a-adik test sugara

Ty — az a-adik test belsé sugara

T — az a-~adik test kiils6 sugara

(r, v, 2) — hengerkoordinatak

s — helyvektor

t — paraméterérték

(tz, ty, nc) — lokélis alapsikhoz kotott koordinatak

U — paraméterérték

Ug, Uy, Uz — z, y, z iranyu elmozduléds koordinatak

U —slip

— tangencidlis sebesség vektor




Latin betiivel jel6lt mennyiségek

(e
n

uz,tcrh (m)

«
n,merev

u

u

(e

Ur

uE(E
UvEM
uy
w
wo

T = (LC, Y, Z)

(%, ¥, 2)

csoméértékek vektora

az a-adik testre vonatkozd elmozduldsmez6

az a-adik testre eloirt elmozdulasmez6

csoméértékek

normalis irdnyt elmozdulas

terhelésbol szarmazo normal iranyu elmozdulas

merevtestszerii mozgasabdl szarmazé normal irdnyt elmozdulas
érintd irdnyu elmozdulés

nem ismert, tényleges megoldas az elmozduldsmezére
végeselem modszer altal szolgaltatott megoldéds az elmozduldsmezdre
alapsikhoz kotott lokalis koorditarendszerbeli elmozdulasmezd
fiiggbleges iranyu elmozdulaskoordinata

eldirt z iranyu elmozdulaskoordinédta

helyvektor koordinatait tartalmazza

DESCARTES-féle koordinatak

xi






1. fejezet

BEVEZETES

Mara megnott a jelentésége az olyan peremérték feladatok vizsgalatanak, melyek ma-
gukba foglaljak az érintkezési problémakort is. Ezek nemcsak ipari feladatokndl, hanem
kornyezetvédelmi vagy orvosi alkalmazasokban is felmeriilnek. Lényegében minden moz-
gds, ami ezen a bolygén torténik kapcsolatban van az érintkezéssel és a surléddssal. A
jaras, a futds, a kerékparozas, az autéval vagy vasuttal torténd kozlekedés, mind-mind
érintkezés révén valésulhat meg. Ha a sirlédas nem volna jelen — lasd példaul a jégen
val6 autovezetés —, akkor ezek a mozgasok nem johetnének létre azon a mdédon, ahogy azt
megszoktuk és elvarjuk. Abbdl adéddan, hogy az a feliilet, amellyel a cipénk talpa, vagy
az autd abroncsa valdjaban érintkezik, kezdetben nem ismeretes, egy egyszertinek t{ind
hétkoznapi probléma is nemlinedris peremérték feladat felallitasahoz vezet.

Az érintkezés jelensége a mérnoki feladatokban leggyakrabban a kiilonboz6 mechanikai
alkatrészek egymadssal valé érintkezésekor meriil fel. Szamos mechanikai terhelés ilyen
jellegii kapcsolatokbdl szarmazik. Ennek a folyamatnak a vizsgdlata, a mérnoki tervezés
és elemzés soran kulcsfontossagu. Az altaldnos mechanikai modellekben ennek ellenére
nem mindig taldlkozunk az érintkezési feltételek figyelembevételének lehetGségével.

Az érintkezési feladat komplexitasat a kovetkezo megallapitasok jellemzik:

1. Nemlinearis jelleg, mely abbdl fakad, hogy az érintkezési tartomany, illetve az ott
érvényes peremfeltételek elére nem ismertek.

2. Az érintkezési és surlddési torvények nem egyszeriiek, kezelésiik specialis matemati-
kai alapokat és eszkozoket igényel.

3. A vizsgdlt mechanikai rendszer geometriai és anyagi felépitésébdl adédéan mas nem-
linearitasok is megjelenhetnek.

4. Bizonyos esetekben dinamikai hatasok figyelembevétele is sziikséges.

Az érintkezési — vagy kontakt — feladatokat, erés nemlinedris jellegiik miatt, kordbban
csak specidlis feltételezések mellett tudtak figyelembe venni a tervezési folyamat soran. A
szamitastechnika és a mérnoki tudomanyok fejlodésének koszonhetéen, ma mar szamtalan
lehetéség all rendelkezésre a numerikus mechanika eszkoztaraban arra, hogy az érintke-
zési jelenségeket kezeljiik. FEzek kozott az eljardsok kozott szdmtalan olyan van, mellyel
megfelel6 pontossiaggal megoldhatjuk a kontakt feladatot azért, hogy méar a tervezéskor
figyelembe vehessiik a miikodés kozbeni érintkezések hatédsait. Itt kell megallapitani azon-
ban azt a tényt, hogy a ma elérheté altalanosan haszndlt végeselemes programrendszerek
nem minden esetben alkalmazhatdak az érintkezés problémakorének vizsgalatara, példaul
ha surlédés is jelen van, vagy ha valamilyen optimalizdlast kell végrehajtani az érintke-
zésben résztvevo gépelemek alakjara. Ezért a végeselem-moddszerrel foglalkozé kutatok
szamara komoly kihivast jelent az, hogy hatékony, meghizhaté modszereket, eljarasokat
dolgozzanak ki az érintkezési feladatok numerikus megoldasa érdekében.
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Kezdetben nagyon egyszerii érintkezési feladatokat fogalmaztak meg. Ilyen lehetett pél-
dédul a hasdb alaku épitéelemek foldrél valo felemelése, vagy ugyanez talajon valé konnyebb
mozgatdsa (ldsd: 1.1 dbra). Kés6bb megjelentek a még ma is aktudlis legkiilonb6z6bb
gépelemek érintkezési problémdi. Gondoljunk csak a klasszikusnak szamité csapagyakra,
vagy a kiilonbo6z6 kotéelemek kapcsolodasara. Ezeknél a feladatokndl ma mér ,apréd” kér-
dések adjak a megoldand6 problémat, mint példaul azt, hogy hogyan hozzunk létre egy
olyan gordiiléelemet, melynek hossza mentén egy altalunk kivant fesziiltség eloszlds ala-
kul ki. Ezen feladatok megoldasa soran altalaban kis alakvaltozast tételeziink fel. Ennek
ellenére, mivel a tényleges érintkezési tartomany kezdetben nem ismert, minden esetben
nemlinearis feladatot kell megoldani, melyekhez specialis algoritmusok sziikségesek.

F i)

O

1.1. Abra: Hasab alaku test mozgatésa

Az érintkezési feladatok alkalmazasara a gépészmérnoki gyakorlatban szamtalan he-
lyen lathatunk példakat. fgy talalkozhatunk a problémaval a legkiilonfélébb gépelemek,
példaul a fogaskerekek tervezésénél, vagy a hidegalakito eljarasokndl, a forgacsoldssal jard
megmunkalasoknal, tovabba érintkezési feladat 1ép fel a jarmiivek toréstesztjei soran is.
Fontos alkalmazasi teriilet a vasuti kerekek és sinek tervezése, vagy a jarmiiabroncsok
viselkedésének elemzése.

Az élet mas teriiletein is megfigyelhetjiik azonba az alkalmazds jelentOségét, igymint
a biomechanikédban, amikor az él6 szovet és a beépitett protézisek, vagy implantdtumok
viselkedését szeretnénk megjésolni. Az ilyen feladatok vizsgalatandl mar nem elhanya-
golhaté az a tény, hogy a feladat megoldasahoz nagy alakvaltozasok figyelembevétele is
sziikségessé valhat. Ezzel a teriilettel a disszertaciéo nem foglalkozik.

A kiilonboz6 teriiletekrdl szarmazé kontakt feladatok tovabb vizsgalhatok még bonyo-
lultabb esetekben is, amikor a nagy alakvaltozas mellett figyelembe veheték még példaul a
képlékeny alakvaltozés, vagy az id6t6l valé fiiggés hatdsai is. Természetesen a legtobb ipari
alkalmazdsban numerikus mdédszereket kell hasznalni, mivel az érintkezésben résztvevo tes-
teknek igen komplex a geometriai kialakitdsa. Az érintkezési feladatok vonatkozdsdban a
mai szamitégéppel segitett eljarasokat négy f6 csoportba lehet osztani:

e Végeselem-mddszer (Finite element method) — kis- vagy nagyalakvaltozds mellett is
alkalmazhatd, mind rugalmas, mind képlékeny alakvéltozas esetén.

e Diszkrét elemek médszere (Discrete element method) — alapvet&en akkor hasznaljak,
ha az érintkezésben rendkiviil nagy szamu alkatrész vesz részt.

e Peremelem-médszer (Boundary element method) — a végeselem-mddszerhez hason-
l6an a feladatok széles kore kezelhetd vele.

e To6bb testbdl allé rendszer (Multi body system) — amely a testek merevként vald
lefrasan alapszik. A gépészeti szerkezetek egyszeriisitett dinamikai modelljénél al-
kalmazzak, ahol érintkezést is figyelembe kell venni.

Hotani feladat csatoldsa is sziikségessé valhat az olyan feladatok vizsgalatakor, amikor
példaul hiiteni kell elektronikus eszkozoket, vagy egy nukledris berendezés hécseréloit kell
szabdlyozni, vagy amikor hészigetelést akarunk létrehozni ugy, hogy a vizsgalt mechanikai
reakcié és a hévezetés az érintkezési tartomanyon is kapcsolédik egymashoz. Hasonléan
érdekes feladat, amely f6leg magashegységekben valt rendkiviili fontossaguva, a lavindk
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szimuldcidja. Ebben a feladatban az érintkezés probléméja egyiitt jelentkezik a lavina
mozgasanak pontos leirasaval, melyhez a kontinuummechanika eszkoztarat kell segitségiil
hivni. Mindezekbdl 1athatd, hogy a numerikus érintkezési mechanika (Computational Con-
tact Mechanics) a tribolégia tudoményét is érinti, beleértve a sirlédast, a kenést vagy a
kopast is. Ezért ez a tudomanyteriilet egy multidiszciplinaris teriilet, mely felhasznélja a
tribolégusok, matematikusok, szamitastechnikusok, tovabba a mechanikdhoz ért6 szakem-
berek eredményeit és kapcsolédik olyan kutatok munkajahoz is, akik a hévezetéssel, vagy
elektromdagnesesség kutatasaval foglalkoznak.

A disszertacioban a végeselem-moddszer hasznédlatdra fogunk szoritkozni, hogy az dlta-
lunk vizsgalt szorosan vett problémakat elemezziik. Természetesen az alapvetd elméleti
hattér ismertetésére is sor keriil. Vannak olyan formalizmusok azonban, melyek altaldno-
sak és az alkalmazott modszertol fiiggetleniil érvényesek. Fzeket kiilon fejezetekben fogjuk
ismertetni. A diszkrét elemek mdédszerérdl olvashatunk példaul ATTING és ESSER kony-
vében [3], illetve a tobb testbdl allé rendszerek és az érintkezési feladatok kapcsolatardl
PFEIFFER és GLOCKER konyvében [53]. Mérnoki feladatok peremelem-mddszerrel torténé
megoldédsara példdul BANERJEE [7] konyve nyijt itmutatést.

A vizsgalt feladatok alapjan felallitott mechanikai modelleket megkiilonboztetjiik asze-
rint, hogy az eredetileg haromdimenzids problémat hogyan kezelhetjiik. Kétdimenzidsnak,
vagy roviden 2D-s feladatnak nevezziik példaul a hengerszimmetrikus feladatokat, melyek
kétdimenzids végeselemekkel szamithaték. A szimmetria jellemzOket nem mutaté problé-
mak esetén pedig haromdimenziés végeselemek sziikségesek a numerikus szimulécié vég-
rehajtasahoz, ezeket a feladattipusokat nevezziik haromdimenziésnak, vagy réviden 3D-s
feladatnak.

1.1. Rovid torténeti attekintés

Tekintettel a technikai fontossdgra, az érintkezés problémakore mar a multban is sok
kutatot foglalkoztatott. Mindannyian ismerjiik a tényt, hogy mar az 6kori Egyiptomban
sziikség volt arra, hogy hatalmas kétomboket mozgassanak a piramisok felépitéséhez. Ez-
zel kapcsolatban fel kellett, hogy meriiljon az érintkezés, illetve az egyszeriibb mozgatas
problémaja. Ezt mutatja az 1.2 dbra, melyen lathaté hogy mar az okori egyiptomiak is
tudtak a kenési folyamat jelentOségérl. A képen lathatod egy férfi, aki a szan szélérél
folyadékot 6nt kozvetleniil a szan orra elé.
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1.2. dbra: K6tomb mozgatasa az 6kori Egyiptomban




4 1. BEVEZETES

Mivel a sturlédasnak komoly technikai jelentésége van, ezt a jelenséget mar szamtalan
tudos vizsgédlta. Koztikk taldn legels6ként LEONARDO DA VINCI (1452-1519) emlithetd
meg, akit a mai modern triboldgia atyjaként is emlegetnek. O mar 150 évvel AMONTONS
surlédasi torvényei el6tt leirta kézirataban az AMONTONS—féle megallapitasokat. A tri-
bolégia uttoréihez tartozik LEONARDO DA VINCI mellett még GUILLAUME AMONTONS
(1663-1705) lasd [1], JOHN THOEPHILIUS DESANGULIERS (1683-1744), LEONARD EULER
(1707-1783) és CHARLES-AUGUSTIN COULOMB (1736-1806). Még mindig ezen tuttorsk
munkdja jelenti a szabvanyt és a torvényszeriiséget a mai mérnoki probléméakhoz. Megal-
lapitasaikat a kovetkez6 harom torvény foglalja Gssze:

1. A surlédési er6 ardnyos az érintkez6 feliileteket dsszenyomé erével. (AMONTONS 1.
torvénye)

2. A sdrlédasi erd nagysdga fiiggetlen a hozzé rendelhetd érintkezési tartomény nagy-
sagatél. (AMONTONS 2. térvénye)

3. A mozgasi surlédés fiiggetlen a cstszasi sebességtol. (COULOMB torvénye)

Ez a hidrom toérvény csak szaraz surlédéas esetén érvényes, mint ahogy az mar régéta is-
meretes, a kenbanyag jelentésen modosithatja a triboldgiai jellemzoket. Ha a fentieket
Osszegezziik, akkor eljutunk egy minden mérnok altal ismert formuldhoz, mely COULOMB
mozgasi surlédasi torvényeként ismert:

Fr=puN, (1.1)

ahol Fr a sturlédasi erd, N a normal irdanyu erd és u a surlédési egyiitthato.

Az els6, matematikai szempontbol elvégzett elemzés EULER nevéhez flizédik, aki ha-
romszogekkel kozelitette a feliilet egyenetlenségét [16]. O vonta le a kdvetkeztetést a tomeg
mozgasi egyenletének megoldasabol arra vonatkozédan, hogy a kinetikai surlédési egyiitt-
haténak kisebbnek kell lennie a tapadasi strlédasi egyiitthatonal. Valéjaban EULER volt,
aki el6szor hasznélta a p szimbolumot a surlédési egylitthatd jelolésére, mely mind a mai
napig elfogadott jel.

CouLOMB atfogd kisérleti tanulményt végzett 1785-ben [13] és a kovetkezdt allapi-
totta meg. A sdrlédéds kapcsolatban all a normél nyomdssal, a feliillet nagysdgaval, az
anyagjellemzékkel, a feliileti bevonattal, a kdrnyezeti feltételekkel — igymint nedvesség,
hémérséklet és 1égnyoméds — és a sturlddasi erd idéfiiggésével. De késobb azt is COULOMB &l-
lapitotta meg, hogy a u majdnem fiiggetlen a normadl irdnyud er6tol, a csiiszasi sebességtol,
az érintkezési tartomanytol és a feliileti érdességtol.

HERTZ 1882-es klasszikusnak szamité analitikus munkédjaban a rugalmassagtant alkal-
mazta az érintkezési mechanikdban [23]. HERTZ két rugalmas gomb érintkezését vizsgédlta
és analitikus megoldast adott az érintkezési nyomaés eloszlasara vonatkozdan. Azonban
csak nagyon kevés valdsdgos érintkezési feladat oldhaté meg analitikus médon. Johnson
1985-ben megjelent konyve attekintést ad ezekrél a feladattipusokrdl [26].

A végeselem-mébdszer egyiitt fejlodott ki az egyre gyorsulé modern szamitégépekkel.
Az Gtvenes évek végén jelent meg egy publikdcié melyben arrdl irtak, hogy végeselemek
segitségével oldottak meg szerkezeti problémdkat (14sd TURNER és munkatarsai 1956-ban
megjelent cikkét [64]). Ezt kovetéen az irodalom hihetetlen mértékben néni kezdett, mivel
az iparban nagy sziikség volt olyan feladatok megoldasara is, amelyeket analitikus tton
mar nem tudtak kezelni. Ezutdn még nagyjabdl 10 év telt el, mig megjelentek olyan
publikaciok, melyekben mar érintkezési feladatok végeselemes megoldasardl szoltak. Ezek
koziil is taldn az elsd, az 1970-es WILSON és PARSONS publikécidja [65].



Irodalmi attekintés 5

1.2. Irodalmi attekintés

Az érintkezés jelenségével kapcsolatos kutatdasok gyokerei legalabb a 18. szdzadig nyl-
nak vissza. Akkoriban az érintkezésben résztvevo testeket merevnek tekintették, alapve-
téen azért, hogy a formuldkat egyszertien tudjék kezelni. Ennek kovetkeztében azonban
a testekben ébredé fesziiltségeket és az alakvaltozasokat nem tudtdk meghatdrozni. Az
els6 analitikus megoldéas, mely mar rugalmas testekkel foglalkozott, HERTZt6l szarmazik
[23]. A HERTZ-féle érintkezési elmélet segitségével csak az érintkezési pont, vagy vonal
kozvetlen kornyezetében hatarozhatdk meg a fesziiltségek és az alakvaltozasok. Ezzel a
mobdszerrel tehat csak nagyon specidlis feladatokat tudunk vizsgdlni. Ezt a tedriat azon-
ban a kontakt mechanika fontos mérfoldkovének tekinthetjitk. Az egyoldalu érintkezési
feladatok altaldnos érvényii formalizmusat SIGNORINI publikédlta 1933-ban [56], felallitva
a peremérték feladatot egy rugalmas és egy merev test érintkezésekor. Néhany specidlis
statikai és dinamikai rugalmas érintkezést vizsgalt GOLDSMITH 1960-ban, dgymint két riad
vagy egy rugalmas test és egy sik kontakt feladata [18]. Ebben analitikus megoldasokat
szolgaltatott a problémékra, csatolva hozzdjuk kisérleti eredményeket is.

Az érintkez6 alkatrészek szilardsdgi vizsgalatahoz nem elegend6 az érintkezési helyeken
létrejové maximalis érintkezési nyomas meghatarozésa; a fesziiltségi dllapot teljes jellemzé-
séhez sziikséges a testek minden pontjaban a f6fesziiltségek ismerete. Korabbi munkdkban
a fesziiltségi allapotot a kor alaku és a parhuzamos egyenesekkel hatarolt sav alakd érint-
kezési tartomany eseteiben vizsgaltdk, melyek elemzéséhez zart alaka képleteket kaptak,
mind a kialakulé érintkezési tartomany jellemz6 méreteire, mind az érintkezési nyomas
eloszlasira. Ezek osszefoglaldsét PONORMAJOV tette meg 1958-ban [55], oly médon, hogy
a mérnokok matematikai tdjékozottsaganak megfeleld részletességgel mutatja be az ellipti-
kus érintkezési tartomanyhoz tartozé geometriai és szilardsagi jellemzok meghatdrozasanak
modjat.

TIMOSHENKO és GOODIER 1970-ben megjelent rugalmassagtan konyvében [63] az érint-
kezési alakvaltozasok elmélete kor alaki érintkezési feliilet esetében keriil bemutatésra.
Ebben a targyaldsi médban az érintkezési feladatot a rugalmas féltérre — mely igen nagy
kiterjedésii test és a miikodd erére meroleges sik hatdrol — haté koncentralt er6 altal fel-
irhaté hatdsmatrix segitségével kezeljiik. Az érintkezési fesziiltségek és alakvaltozasok
vizsgalatdnak ezen moédszere a mérnokok és technikusok széles kore szdmara hozzafér-
hetd, mellyel lehetséges két Osszenyomddo alkatrész elliptikus érintkezési tartoményanak
elemzése dltalanos esetben is.

A testek érintkezési alakvaltozdsainak vizsgalt kérdéséhez szorosan kapcsolddik a rugal-
mas test alakvaltozdsdnak problémaja tetszoleges alaki merev bélyeg benyomddasa esetén.
A kor és elliptikus, stk és térbeli bélyegekkel kapcsolatban tobb feladatot LUR'E vizsgalt
meg 1964-es [38] munkéjdban. Két rugalmas test kezdeti pontszerti érintkezési feladatdval
matematikailag egyenértékii feladatot, a térbeli elliptikus bélyeg feladatét is vizsgalta.

Varidcids egyenlétlenségek felallitdsaval lehet6ség van minden kapcsolédé peremfeltétel
— beleértve az érintkezés és elvalés feltételeit is — figyelembevételére. KikuTcCHI és ODEN
variacios egyenlotlenségek segitségével vizsgalja a surlodas nélkiili érintkezési feladat esetén
a megoldds 1étezését és egyértékiiségét az 1988-as [33] publikdciéban. Kimutattdk, hogy
a rugalmassagtani problémakndl az érintkezési feladat virtualis munka elvbol szarmazta-
tott megoldasa ugyanazt az eredményt adja, mint az, amely az érintkezési feltételekkel
megfogalmazott potencialis energia minimuma elvbdl szarmazik. Ezért a hagyomaéanyos
optimalizdlé eljarasok lehet&séget adnak arra, hogy ezeket a varidcids egyenlétlenségek
megoldasara is alkalmazzuk. KIKUTCHI és ODEN ugyanebben a cikkben végeselemek se-
gitségével kezelte az egyoldalu érintkezési feladatokat, melyeknél a kialakuld érintkezési
fesziiltség csak nyomofesziiltség lehet. Ez a gyakorlat szempontjabol azt jelenti, hogy a
feliiletek nincsenek egymaéashoz rogzitve példaul ragasztéval.
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A LAGRANGE-féle multiplikdtoros modszert, a biintetoparaméteres technikat és a mo-
dositott LAGRANGE-féle multiplikdtoros mddszert ismerteti ZHONG az 1993-ban megjelent
konyvében a siurlédds nélkiili érintkezési feladatok megolddsara [67]. A LAGRANGE-féle
multiplikdtoros mddszer keretein beliil az érintkezési-elvalasi feltételek egzakt moddon kie-
légithetbek, a mdodszer altal igényelt pétldlagos ismeretlenek révén. Ezeket az ismeretlen
szorzétényezoket LAGRANGE-féle multiplikdtornak nevezziik. A bintetdparaméteres tech-
nika gy ismert, mint a legegyszeriibb fizikai tartalommal is rendelkez6 médszer. Ennek az
eljarasnak konnyl a programozhatdsaga, hatranya viszont, hogy a megoldds pontossaga
nagymértékben fligg a biintetéparaméter megvalasztasatdl, mivel annak nagysiga jelen-
tésen befolyasolja a megoldandé egyenletrendszer kondiciéjat. Ez azért van igy, mert az
érintkezési feltételek akkor lennének nagy pontossaggal biztositva, ha a biintetGparamé-
ter végtelen nagysagi lenne. A mddositott LAGRANGE-féle multiplikdtoros technika egy
olyan iterativ eljaras, mely magaba foglalja a hagyomanyos biintetGparaméteres tagot és
az eloz6 iteraciés 1épésben kapott elmozdulds alapjan kiszamolt LAGRANGE-féle multip-
likdtoros tagot. Ezen mddszerek jellemz6it ARORA és szerzétarsai foglaltdk ossze az [2]
cikkben.

Ha a normal irdnyu erdk eloszlasat ismertnek tételezziik fel a kontakt tartomany men-
tén, akkor a surlédasos feladat varidciés egyenlOtlenségeit is definialhatjuk, tgy ahogyan
PANAGIOTOPOULOS tette [48]. A varidcids egyenl6tlenség megoldasa lényegében egy nem
differencidlhaté optimalizacidés probléma megoldédsat jelenti. A nem differencidlhaté ter-
mészetét a feladatnak az adja, hogy jelen van a nem differencidlhaté sturlédési energia tag
a célfiiggvényben.

Minden érintkezésnél megfigyelheté a surlodasi jelenség és sok esetben ez nem hanya-
golhaté el. A gyakorlatban a surlédas nélkiili feladatok viszonylag kevés helyen hasz-
nalhatok fel, ezért a surlédasos érintkezési feladatok sokkal nagyobb fontossdggal birnak.
Ezen feladatok megolddsa azonban, a varidcids egyenlétlenségek felhaszndlasaval, szamos
nehézséget is magaban hordoz. Ez annak tudhaté be, hogy a tényleges érintkezési tar-
tomany, az elmozdulasi peremfeltételek ezen a tartomanyon, az érintkezési nyomads és a
surlodasi, érint6 iranyu fesziiltség, ami az el6z6 nyomésértéktdl fiigg, mind-mind ismeret-
lenként szerepel. Természetesen még ehhez tartozik az is, hogy a CouLOMB-féle surlédasi
torvény nem sima, hanem tobbértéki fiiggvényt ad. Az ilyen tipusu feladat azért még
igy is megoldhatd, ahogy azt példaul KIKUTCHI és ODEN tette a [33] cikkben. Ok a ter-
helést novekményekben helyezték a testre és ezekben a terhelési 1épcsdkben kiilon-kiilon
elvégezték az egyensilyi iteraciot.

Az érintkezési feladatok kezelésének egy masik lehetséges modja az, amikor varidcids
egyenléségeket dllitunk fel, melyeket a virtudlis munka elvébdl szarmaztatunk. A nume-
rikus eljaras soran a terhelést apré novekmények formdajaban teszik a testre, és iterativ
moédon keresik a megoldést, lasd a HUGES és kollégai altal irt 1976-ban megjelent cikket
[25]. Ez a megkozelités fontos dllomast jelent elsésorban a mérnokok szdamara. A varidcids
egyenléségek alapjan mikodik szamtalan végeselemes programrendszer, mint az ANSYS,
vagy az ABAQUS. Szamtalan megolddsi mddszer latott napvildgot ezen a teriileten, me-
lyek azonban csak bizonyos gyakorlati érintkezési feladatok megoldését segitik [67].

Surlodas nélkiili érintkezési feladatokat oldottak meg varidciés egyenletek segitségével
SIMO és munkatérsai [57]. Az egyoldalu érintkezési feltételeket a perturbalt LAGRANGE-
féle multiplikatoros médszerrel biztositottdk a megolddshoz. Ebben a megolddsi médszer-
ben a klasszikus LAGRANGE-funkcionalt kvadratikus kifejezéssel regularizaltdk. Ugyanezt
a moédszert alkalmazta Ju és TAYLOR a [27] cikkben, de mér a strlédasos feladat megolda-
séra. A surlédast a COULOMB-féle torvény mddositasdval vették tekintetbe. A nemlinedris
egyenletrendszer megoldasahoz inkrementalis iterativ egyenletrendszer megoldét hasznal-
tak fel. A numerikus szamitdsi példdk merev/rugalmas bélyeg, illetve rugalmas alapzat
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érintkezését, tovabba rugalmas gomb és merev alapzat érintkezését vizsgaltak két dimen-
ziéban.

A variacios egyenl6ségek fel6l kozelitve az érintkezési feladatok megoldasahoz, egy vi-
szonylag jél miikodo technikat kapunk még nagyméretli gyakorlati problémak esetén is.
Ez a megkozelités azonban matematikailag nem olyan jél megalapozott, mint a varidciés
egyenl6tlenségek alkalmazasa, tovabba a numerikus megoldas sordn szamtalan megoldési
nehézség meriil fel. A terhelési lépcsé vagy az id6lépés megvalasztisa a megoldéds szempont-
jabol igen kritikus, nemcsak a konvergencia biztositdsa miatt, de az érintkezési és surlédasi
feltételek megfeleléen pontos betartdsa miatt is. Tovabbd nem elhanyagolandé szempont
a megoldési technika hatékonysdga sem, a sziikséges hardver eréforrasok tekintetében. A
megoldas még szamos numerikus paraméter fliggvénye — mint példaul az érintkezési me-
revség, tapadasi jellemzdk stb. — melyek jé része feladatfiiggs is. Természetesen ezeknek
a paramétereknek a bedllitasara lehetOséget kindl a legtobb altalanos céllal készitett vé-
geselemes programrendszer, de ezek bedllitdsa nagyfokd koriiltekintést igényel, hogy az
adott problémara kapott eredmény ténylegesen az altalunk tervezett feladat megoldasat
jelentse.

A végeselem-modszer harom tipusardl szokas beszélni annak alapjan, hogy milyen moé-
don lehetséges a megoldds pontositasa. A megoldas javitdsat elérhetjiik igy, hogy a vé-
geselemek méretét csokkentjiik — azaz noveljiik a végeselemek szamat —, ekkor h-verzids
modszerrel dolgozunk. A szamitds pontositdsa azonban elérhetd oly mddon is, hogy az
elemek méretét valtozatlanul hagyjuk, ellenben az elemeken miikodd alakfiiggvények p
fokszamat valtoztatjuk. Ezzel tulajdonképpen szintén a feladatban szerepld ismeretlenek
szamat noveljilk, és igy jutunk az tgynevezett p-verzids végeselemekhez. E két technika
parhuzamos, 6sszehangolt alkalmazasaval kapjuk a hp-verzids végeselem-méddszert.

A p-verzids végeselem-moédszer alapjait SZABO és BABUSKA foglalta &ssze az 1991-ben
megjelent konyvben [60]. Bebizonyitottdk, hogy a p-verzids elemek alkalmazasa — ugyan-
annyi ismeretlenszam mellett — altaldban jobb megoldast nyujt, mint a h-verzids elemeké.
A szingularitdsokat is tartalmazoé feladatok esetében a hp-verzids elemek segitségével ex-
ponencidlis konvergencidt érhetiink el az energianorma tekintetében [60].

Egy tovdbbi SzABO és BABUSKA altal bevezetett osztélyozas a végeselem-mddszerrel
kezelt feladatokat harom tipusba sorolja aszerint, hogy az u., tényleges megoldas milyen
a vizsgalt tartoméanyon [60]. A feladat az A tipusba tartozik, ha a valasztott felosztastdl
fiiggetleniil a teljes elemen analitikus megoldast kapunk. A B tipust feladatban az elem-
felosztas oly médon torténik, hogy véges szamu pontot, vagy élet kivéve a megoldéds az
elemen analitikus, azaz a nem analitikus helyek a végeselem-hatéarra, vagy csomoépontba
keriilnek. Ha azonban az elemfelosztdas nem lehetséges gy, hogy az u., tényleges meg-
oldasban tapasztalhaté ugrasszert valtozas az elemhatarra vagy a csomopontba keriiljon,
akkor C tipust feladatot vizsgdlunk. Erintkezési feladatoknél sziikséges az elemhatérok
valtoztatasa, mellyel elérhetd, hogy az tn. C' tipusi feladat B tipusi legyen. Az elemhata-
rok ilyen céli mozgatdséval els6ként PACZELT és szerzStédrsai a [44] cikkben foglalkoztak.

Kiilonboz6 tipust kétdimenzids érintkezési feladatokat vizsgaltak a [42] publikécid szer-
z0i. Kétdimenzids érintkezési feladatok esetén iteracids technikaval a p-verzids elemek igen
j6 megoldast szolgaltatnak az érintkezési tartomany hataranak keresésekor.

1.3. Célkituzések

Jelen értekezés az érintkezési feladatok numerikus vizsgalatat tekinti elsédleges felada-
tanak. Két alapvet$ iranyban folytatunk kutatdst. Egyrészt megvizsgaljuk a tengelyszim-
metrikus érintkezési feladatok kapcsan felallitott alakoptimalizalasi feladatokat. Masrészt
a térbeli érintkezés problémakorét kivanjuk attekinteni és djfajta szemlélettel kezelni.
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Uj tipust optimalizalasi feladatokat kivanunk felallitani arra vonatkozdan, misze-
rint a gyakorlati feladatoknal mindig tekintettel kell lenni arra, hogy a valdsidgos
anyag nem terhelhetd tetszoleges mértékben. A kiilonbozé rugalmas anyagu gépele-
mek tonkremenetelét a mérnoki gyakorlatban els6sorban az anyagra megengedett és
az anyagban kialakulé redukalt maximalis fesziiltségek egymaéshoz képesti viszonya
szabja meg.

A felallitott alakoptimalizdcids feladatokra megoldasi eljarast kivanunk kidolgozni,
mely beépithetd a létezd p-verzids szamitégépi programunkba a kidolgozott elvek
miik6désének illusztraldsa érdekében.

Gorgd alaku testek alakoptimalizdlasi kérdéseit szeretnénk megvizsgalni olyan te-
kintetben, hogy a mar 1étezd optimalizaldsi lehet6ségek hogyan fejlesztheték tovabb
a kiilonbozo terhelési esetek fiiggvényében. Meg kivanjuk vizsgalni a gordiiléses
érintkezés problémakorét is azzal a céllal, hogy meggy6z6djiink arrdl, hogy a sirlé-
dés hatédsa az alakoptimalizdlas soran a gorgd alaku testek érintkezésekor valéban
elhanyagolhato-e.

A tengelyszimmetrikus feladatokon tullépve, haromdimenziés érintkezési feladat nu-
merikus vizsgalatat kivanjuk megoldani p-verzids végeselemes program kifejlesztésé-
vel. Térbeli érintkezés esetén a kialakuld érintkezési tartomény mar nem egy vonal
hanem esetiinkben, egy egyszeresen Osszefiiggd feliilet, amelyet sima, zart gérbe ha-
tarol. Ennek a feliiletnek a pontos azonositasa kulcskérdés e nemlinedris feladat
hatékony és preciz megoldasa érdekében.

Az érintkezési feliillet hatarat szeretnénk oly mddon leirni, hogy az a numerikus
szimuldcidk soran szamitogépi program &ltal 6nalléan — ,adaptiv’ mdédon — valtoz-
tathaté legyen azért, hogy a kezdeti C' tipusu feladot B tipusuva alakitsuk at, mivel
ily médon a p-verzids elemek alkalmazdsa tovabbra is exponencialis konvergenciat
nyujt a hibanorma tekintetében. Ennek érdekében meg kivanjuk vizsgdlni a kii-
16nb6zé paraméteres gorbeleirasi modszereket, elsésorban a B-spline és a NURBS
gorbéket, mivel ezek a geometriai modellezési technikak kielégité rugalmassagot mu-
tatnak, azaz a gorbék alakja kénnyen, néhany paraméter segitségével valtoztathato.



2. fejezet

MECHANIKAI ERINTKEZESI FELADAT MEGFOGALMAZASA

2.1. Rugalmassagtani feladat

Tekintsiink egy rugalmas testekbdl felépitett haromdimenziés mechanikai rendszert. A
kolesonhatasoknak csak a mechanikai jellegét vizsgaljuk, nem vessziik tehat figyelembe a
testek magneses, elektromos, termikus kolcsonhatasait, tovabbé a testek egymasra gyako-
rolt gravitacids vonzoerejét is elhanyagoljuk. Feltételezziik, hogy a felmeriilé elmozdula-
sok és alakvaltozasok kicsik, tovabba a terhelés hatdsara létrejovo alakvaltozas rugalmas.
Masként fogalmazva, a linedris rugalmassagtan keretei kozott keressiik a megoldést.

A rugalmas rendszer két testbdl dll (o = 1, 2), ahogy azt a 2.1 dbra egy sikmetszet
feltiintetésével szemlélteti.

2.1. dbra: Két test érintkezési feladata

A testek V< térfogatat az S¢ feliiletek hatdroljak. Ezek kiilonb6zé résztartomanyokra
oszthatok fel: Sy-n az u elmozduldsmezd adott; Sy-n a p® feliileti terhelés van elbirva;
S¢ pedig az érintkezés feltételezett tartomanya. Az a fels6 index azt jeldli, hogy a két test
koziil melyikr6l van konkrétan sz6 (o = 1 jelenti a fels6, mig o = 2 az alsé testet.)

A testekre haté térfogati terhelést a p*k® jeldli, ahol p® a testek stirlisége, k* pedig az
egységnyi tomegen miikkodo6 terhelés. Feladatunk, hogy meghatérozzuk azt az u® = u®(r)
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elmozduldasmez6t — Vr € V% ahol r a helyvektor —, mely kielégiti a rugalmassigtani
alapegyenletrendszert.
Teljestilnie kell tehat a

T V+p"k*=0 VreV® (2.1)

egyensilyi egyenletnek, ahol T = T“(r) a fesziiltségi tenzor. Az elmozduldasmez6 és a
kismértéki alakvaltozasok kozott a kinematikai egyenlet irja le a kapcsolatot:

A= - (u*oV+Vou) VreV?®, (2.2)

N

ahol A® = A%(r) az alakviéltozasi tenzor. A fesziiltségek és az alakvaltozdsok kozotti
viszonyt az anyagegyenlet fejezi ki:

T® =D - A® VYreV®, (2.3)

ahol D® az anyagallanddk — esetenként helytol is fiigeé — negyedrendii tenzora. Homogén,
izotrép anyagokndl D tenzor csak két anyagdalland6tol fiigg, az E rugalmassdgi modulus-
t0l, és a v POISSON-tényezotol. Az el6zbekben ,,.” jeloli a skaldris, ,,--” a kétszeres skalaris,
mig ,,0” a diadikus, vagy tenzorialis szorzast.

A rugalmassigtani feladat megolddsa teljesiti egyrészt a kinematikai peremfeltételt

u = Ug VrebSy,, (2.4)
ahol ug eloirt elmozdulasmezo az S feliileten, mésrészt a dinamikai peremfeltételt
T -n® =p° vresy, (2.5)

ahol p* az eldirt feliileti terhelés az S, feliileten.

A (2.1)-(2.3) mezdegyenletek mindkét testre 15 skalar egyenletet definidlnak, 15 is-
meretlennel. A fenti mezdegyenleteket és peremfeltételeket ki kell egésziteni az S& tar-
tomanyra vonatkozo Un. érintkezési feltételekkel. Ezeket a 2.2. szakaszban részletezziik.
A (2.1)-(2.3) mezdegyenletek és a csatlakozo (2.4) és (2.5) perem-, illetve a késébb fel-
irt (2.10a-c) érintkezési feltételek dltal meghatarozott feladatnak nem ismeretes altaldnos
esetben a pontos megolddsa. Szamos kozelitd mddszer 1étezik, melyekbdl néhany a teljes
potencialis energia minimuma elvre épiil. A teljes potencialis energia a kovetkezd alakban
irhato fel:

2
1 « (6% « 1,0 (0% (6% -~
H:H(u):Z[Q/A .D°.-A dV—/p k- u dV—/u .pods}. (2.6)
a=l " ya Vo S

A teljes potencilis energia minimuma elv értelmében — mely azt allitja, hogy a kinematika-
ilag lehetséges elmozdulasmez6khoz tartozoé teljes potencidlis energia szigord minimummal
rendelkezik az egzakt megoldds esetén —, a (2.6) funkcional minimalizaldsa a feladatunk.
Az érintkezési feltételek figyelembevételéhez ezt a funkciondlt médositani kell. Ennek 1é-
péseit a kovetkez6 szakaszokban vizsgaljuk.

2.2. Kinematikai megfontolasok a stirlédas figyelembevétele
nélkiil

Jelolje n® az « jeli test kiils6 normdlisat. Az érintkezés lehetséges S& tartomanyé-
ban n, = —n? = n! képlettel értelmezziik az n. érintkezési normélist. Jelolje ebben a
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tartomanyban h az n. mentén mért hézagot a két test kozott a terhelés kezdete el6tt. A
terhelési folyamat végére, a testek kozotti d tavolsag a

d=d(u)=u2—ul+h>0 Vres?, (2.7)

értékre modosul. A felhasznalt mennyiségek értelmezéséhez lasd a 2.2. abrat. Itt ud =
u® - n.. A (2.7) képlet az egyoldali érintkezés feltételét adé egyenlStlenség.

2.2. abra: Két test lehetséges érintkezése: a.) normdl; b.) érinté irdnyu mennyiségek

Az S, lehetséges érintkezési tartomdny felbonthaté egy €2, tényleges érintkezés és egy
Qo réstartomdnyra, azonban S, = 2, U )g. Nyilvdnvalé ugyanis, hogy:

(a) a d > 0 esetben nem érintkezik a két test a terhelés utén;

(b) a d = 0 egyenl6ség meghatdrozza azokat a perempontokat, ahol 1étrejon a két test
érintkezése (ezt a tartomanyt €2, jeloli);

(c) a d < 0 eset nem lehetséges, ugyanis a két test nem hatolhat egymasba.

Ha nincs surlédas, akkor a két test kozott csak nyomofesziiltségek ébredhetnek eb-
ben a tartoményban (a két test egymasnak fesziil). A fesziiltségi allapot ismeretében az
érintkezési normal iranyu fesziiltség az S tartomanyon a kovetkez6 médon irhaté fel

oy =n%-T% - n*. (2.8)
Maga az érintkezési nyoméas a normal fesziiltség segitségével definialt:
Pn=—0, =—0. (2.9)
Az elmondottakat Osszegezve
(a) érintkezési feltételrdl beszéliink, ha a testek érintkeznek egymadssal, azaz

d=0, pn >0 VreQ,, (2.10a)

(b) elvélasi feltételrdl beszéliink, ha hézag van a testek kozott, azaz

d>0, =0 VreQ, (2.10b)

(c) tomoren osszefoglalva, illetve egyesitve a (2.10a,b)-t

d>0, P, > 0, pp-d=0, VreS.=Q,U. (2.10c¢)
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A (2.10c)-ben felirt formuldkat egyiittesen HERTZ-SIGNORINI-MOREAU-féle feltételek-
nek hivjdk a szakirodalomban. Ezek a feltételek jelentik a kiindulési alapot a sdarlédés
nélkiili érintkezési feladatok kezeléséhez.

2.3. Surlédas figyelembevétele

A surlédasos érintkezés kapcsan vizsgalt feliiletek kozotti viselkedés nagyon lényeges
a legtobb gyakorlati alkalmazds sordan. Az ehhez kapcsolédé tudomaényteriiletet tribold-
gidnak hivjak, ami els6sorban olyan rendszerekkel foglalkozik, ahol sirlédés is jelen van,
mint a fékek vagy csapagyak esetén. A triboldgia vizsgédlja az adhézid, a surlédas, a ko-
pas jelenségét, illetve a kenés hatasat is. Ez a tudomanyteriilet kezeli a hétani feladattal
kapcsolt érintkezési feladatokat is. Gazdasagi szempontbdl is lényes kérdéseket targyal ez
a tudomanydg, példaul megprobalja megbecsiilni azt, hogy egy gépalkatrész mennyi ideig
lesz még hasznalhaté.

Annak ellenére, hogy a surlédési jelenséget mar régdta vizsgéljak, kezdve LEONARDO
Da ViINCI, AMONTONS és COULOMB munkassagaval. Szamtalan elmélet latott mar nap-
vilagot, a surlédasi folyamat kezelése azonban még mindig nem teljesen tisztazott. Ez el-
sosorban azzal magyarazhatd, hogy a feliiletek siurlodassal kapcsolatos viselkedése egészen
atomi szintil kémiai, elektromagneses, illetve mechanikai folyamatokra vezethet6 vissza.
Tovabba az érintkezésben résztvevo feliiletek szerkezete meglehetésen bonyolult, mivel pél-
daul egy fémes feliilet szamos réteget tartalmaz, ami befolyasolja a sirlédast. Altaldban
a surlédasi egyiitthato fiigg a feliileteket Gsszeszorité normél nyomastdl, a feliiletek relativ
tangencidlis sebességétol, a feliileti érdességtol, a homérséklettol és még szamtalan egyéb
paramétertol.

A formalizmus attekintésére, a surlodasos érintkezés vizsgalatihoz a CouLOMB-féle
szaraz surlédési modellt hasznaljuk.

A kontakt tartomany a tangencidlis irdnyt mozgasokat tekintve kétféle reakciot mutat.
Az els6 eset az amikor nincs tangencialis irdnyd elmozdulas a terhelés hatdsara, ahogy ezt
a 2.3 dbra baloldali része mutatja. Ezt a jelenséget tapaddsnak (angol széval stick-nek)
hivjuk. A mésik esetben a terhelés hatasara tangencidlis iranyt mozgds is bekovetkezik, ezt
illusztralja a 2.3 dbra jobboldali része. Ez ut6bbi jelenséget csuszasnak (angol kifejezéssel
slip-nek) nevezziik.

F F

—

777

2.3. dbra: Tapadds és csuszas az érintkezési tartoméanyon

A sarlédés hatdsanak vizsgdlata megkivanja tehat a csuiszas definidldsat, ami két test
egymashoz viszonyitott sebessége:

iy = ul —u? (2.11)

T

ahol ©Y az « jeld test tangencidlis sebessége.
Az érintkezési tartomédny azon részén, ahol csak tapadds van, a kovetkezé feltétel tel-
jesiil:
lp- | <ppn,  ur =0, (2.12)
ahol
pT=—Tl-nl—pnnc:T2-n2—pnncEp—pnnc. (2.13)
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A csiszasi tartomanyban definidlt a tangencialis tehervektor

i,
= — 2.14

ahol p_ a (2.11) alatti u, relativ sebességre tekintettel az alsé testre van kiszdmitva, azaz
a 2.2 dbra szerinti 2) testre.

2.4. Variacios formalizmus

Az érintkezési feladatok kapcsan feldllitott peremértékfeladat megoldédsat kiilonbozé
variacios elvek segitségével kaphatjuk meg. Ezen elvek alapvetéen a teljes potencialis
energidval kapcsolatosak [10], azzal a kiilonbséggel, hogy az érintkezés-elvalds kapcsén
felmeriilt (2.10a)-(2.10c) feltételeket hogyan veszik figyelembe. A kévetkez6kben harom
kozismert modszert irunk fel, melyeknek egyarant vannak elonyeik és hatranyaik. Fzek
a LAGRANGE-féle multiplikdtoros mddszer, a biintetOparaméteres technika, illetve ezen
két moédszer eldényeit 6tvozo, hatranyait kikiiszobolé kombinalt technika, melyet az angol
nyelvili szakirodalomban augmented Lagrangian technique néven taldlhatunk meg.

2.4.1. LAGRANGE-féle multiplikatoros technika

Az érintkezési feladat megoldasakor a (2.7) egyenlet dltal definialt hézagfiiggvény telje-
sitését az 1.n. LAGRANGE szorz6tényezé (multiplikdtor) biztositja. A multiplikdtor akkor
aktiv, ha a megoldés teljesiti a (2.10a) feltételt, azaz ekkor a LAGRANGE-féle multiplikato-
ros technika kiegésziti a rendszer teljes potencidlis energidjat egy taggal, mely tartalmazza
az érintkezési feltételt

£EA 1T () — /pn d(w) ds, (2.15)
Se

amelyben a LAGRANGE-féle ismeretlen p, > 0 multiplikator ebben az esetben az érintkezési
nyomast adja meg. A (2.15) altal felirt funkcionalt minimalizalni kell azzal a mellékfelté-
tellel, hogy a tényleges érintkezési tartomanyon a d hézagfiiggvény azonosan zérus értékii,
illetve ekkor p,, > 0. Ezzel a mddszerrel az u elmozduldsmezo mellett a p,, érintkezési nyo-
méasmezd is ismeretlenként jelenik meg az S, érintkezési tartomény felett, azaz a modszer
noveli a feladatban szerepld ismeretlen mezok szamat.

2.4.2. Biintetoparaméteres technika

A moédszer nem hoz 1j ismeretleneket a feladatba, itt csak az elmozdulasmez6t kell
meghatdrozni. A kovetkezd funkcional minimalizaldsa szolgaltatja a feladat megoldaséat

L£PE = H(u)—l—l/c [d~ (u)]2 as, c>>0, d” (u) = %(]d(u)] —d(u)), (2.16)

ahol ¢ jeloli a biintetOparamétert, d~ (u) pedig a (2.7) altal definidlt hézagfiiggvény negativ
értékeit. Tehdt ennél a médszernél a (2.16) alatti utolsé tag akkor biinteti a kielégitendd
feltételt, ha a két test latszdlag ,,egymasba hatol”, azaz d negativ értéket vesz fel.

A ¢ biintetOparaméternek fizikai jelentést is tulajdonitunk, nevezetesen az érintkezési
tartomanyon elhelyezett megoszlé rugalmas kozeg — tovabbiakban rugék — rugémerevsé-
gét. Ez az oka annak, hogy a (2.16)-ban szerepld biinteté tag alakilag hasonld, a rugéra
felirhat6 alakvaltozasi energidhoz. Az érintkezési feltétel természetesen akkor lesz telje-
sen kielégitve, ha ¢ — oo, mely azt jelenti, hogy d~ (u) — 0. A gyakorlatban azon-
ban nem valaszthatunk korlatlanul nagy biintetéparaméter értéket, mivel ez rontja az
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eloalld linedris egyenletrendszer megoldhatésagat azdltal, hogy nagy lesz az egyiitthatd
méatrix kondicidszama. Az elvégzett numerikus szdmitasok alapjan azt mondhatjuk, hogy
a c= 100 E .. 1000 E kozotti értékek mar jo megoldast adnak.

A numerikus szamitds sordan a d(u) hézagfiiggvény elGjele alapjan moédositjuk a ¢
biintetéparaméter értékét oly médon, hogy a negativ d értékii helyeken nem valtoztatjuk
c nagysagat, mig a pozitiv hézagoknal eltavolitjuk a képzeletbeli rugdkat. Ez egy iteracids
algoritmust eredményez, ami egészen addig tart, amig a tényleges érintkezési tartomany
hataran szamithato érintkezési nyomds egy adott korlat ald nem csokken. Az igy kapott d
hézagfiiggvény természetesen nem azonosan zérus a teljes érintkezési tartomanyon — mivel
ez csak ¢ — oo hatdresetben dllna elé —, tovabba ez a fliggvény szolgaltatja a kialakult
érintkezési nyomdst is, mely az 6,L°F = 0 varidciés egyenletbsl adédéan a kovetkezd
Osszefiiggés alapjan irhaté fel:

pn = —cd (u) VreQ,. (2.17)

2.4.3. Kombinalt technika

Ez a médszer 1ényegében az el6z6 két részben ismertetett technikak hazasitasabdl szar-
maztathat6. Az eljaras oly moédon alakult ki, hogy megorizte mind a LAGRANGE-féle
multiplikatoros, mind a biintetOparaméteres technikak elényeit. A kovetkez6 funkciondl
irhaté fel a médszerhez:

LAV T (u) — /pnd(u) ds + ;/c d (w)]® ds. (2.18)

Qp Qp

Tudjuk, hogy a (2.15), (2.16) és a (2.18) altal definialt funkcionalok minimumukat va-
ridciéjuk eltlinésekor kapjak. Azaz, ha a fenti funkciondlok w szerinti variaciéjat képezziik
akkor a kovetkezd egyenletekhez jutunk:

S LEA = 6,11 (u) — / P dddS =0, (2.19)
Se

6, LFF = 5,11 (u) + / cd” (u) 6d~dS =0, (2.20)
QP

5o LAV = 5.1 (u) — / (pn — cd) 6ddS = 0. (2.21)
QP

Mivel £54 funkciondl nemcsak w fiiggvénye, hanem ismeretlenként szerepel benne a p,,-nel
jelolt érintkezési nyomds is, igy az ismeretlenek meghatarozéséhoz a (2.15) funkcionél py,

......

//////

2
5un(u)_z[/5Aa--Da--AadV—/paka-auadx/—/i)g-(suads}, (2.22)
a=l ya Ve Sa
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mely a szokasos atalakitasok és dsszevondsok utan a kovetkezo alakra hozhato:

2
=" [— /6u°‘~(T“-V+pakza) v+
a=1 Va

+ /5u0‘ (T*-n“—pg) dS + /6u°‘ (T -n%) dS|. (2.23)
Sa Se

Most tekintsiik a (2.18) egyenlettel definidlt funkciondlt. Ha felirjuk a varidciéjét, az

......

2
5u£AU=Z{_/5ua'(T°‘-V+paka) dV+/5“a‘(Ta-na—1~’8“> dS+
Ve Sp

a=1

+/5u$eT-T°‘-n°‘dS} —/5u,§ [ne-T?-n*+ (p, — cd)] dS+
Sa Qp

+ /(5u711 [ne-T'-n' + (pp —cd)] dS=0, (2.24)
QP

melynek atalakitasakor figyelembe vettiik, hogy du® = duin.+ dule,, ahol Jul és dus az
elmozduldsmezd varidciéjanak n. és e, iranyokba esé koordinétai, tovabba n, = —n? = n!
és 6d = Su? — dul.

a V@ térfogaton és az S feliileten tetsz6leges, nullatdl kiilonbozd, gy a (2.24)-ben felirt
els6 két integral csak gy lehet nulla, ha teljesiil, hogy

T -V + p“k* =0, illetve T -n® —pg =0.

Tehat a (2.18) varidcids elv tartalmazza a (2.1) egyenstilyi egyenletet és a (2.5) dinamikai
peremfeltételt. Ezzel lathatd, hogy egy kinematikailag lehetséges elmozduldsmezd — mely
teljesiti a (2.4) kinematikai peremfeltételt, illetve a (2.2) geometriai egyenletet, tovabba
fennall a (2.3) anyagegyenlet — igy biztositja a teljes potencidlis energia minimumét, hogy
kielégiti az egyensilyi egyenletet és a dinamikai peremfeltételt, valamint az érintkezési
tartoméanyon az illesztési feltétel is igaz, azaz a rugalmassagtani egyenletrendszer minden
egyenlete és peremfeltétele fennall.

Az érintkezési feliileten, a varidcids elv alapjan, tovabbi feltételeknek kell teljesiilniiik.
Mivel a feladat stirlédds nélkiili érintkezés vizsgdlatat jelenti, ezért az e, - T - n® = 72,
csusztaté fesziiltség is zérus értékil az egész S érintkezési tartomanyon. Az lathaté (2.24)
alapjan, hogy n.-T“-n® érintkezési fesziiltség csak az €2, tényleges érintkezési tartomanyon
kiillonbozik zérustél. Ezen a feliileten az érintkezési nyomadst, vagyis a normadl iranyu

fesziiltséget a kovetkezd képletekkel hatdrozhatjuk meg (mivel n. = n! = —n?):
ot =n, T' - n'=—(p, —cd),
02 =-n.-T? n?=—(p, —cd) ,
azaz
ot =0l=n. T -n'=—(p, —cd) . (2.25)

A feladat megoldasét iteracios algoritmus alapjan keressiik. Az elsd 1épésben az érint-
kezési nyomas mindeniitt azonosan zérus: pﬁﬂ) = 0, ahol a fels6 indexbeli szdm jeloli az
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iterdcié sorszamat. A (k)-adik 1épésben egy biintetéparaméteres feladatot oldunk meg fel-
tételezve, hogy a (k — 1)-edik 1épésben meghatérozott p%k_l)érintkezési nyomas a variaciés
egyenletben ismert. Igy a szamitas alapjat képezo varidcids egyenlet a kovetkezo formaban

irhaté fel:

8, LAV = 511 (u(k)> - / [pg’f*) —ed (u(k))] sdPdS =0 k=23,.... (2.26)
ol

Az érintkezési nyomds szamitasara definidljuk a kovetkez6 operatort:

()= 3 @+ lal)

mely segitségével a (k)-adik 1épéshez tartozé érintkezési nyomas

pff) = < %k_l) —cd (u(k))> . (2.27)

A szamitas sordn iteraciérél-iteraciora egyre kozelebb keriiliink a tényleges érintkezési
tartoméanyhoz, illetve a kialakuld érintkezési nyomashoz. Kilépési feltételként megfogal-
magzzuk, hogy az iteraciot egészen addig folytatjuk, amig az érintkezési nyomds valtozdsa
egy eldre definidlt €, hibakorlaton beliilre nem keriil:

[ I —pi V] ds

o
<ep. (2.28)
[ 1) ds
ol

A kombinalt technika hasznalataval elkeriilhetd az el64llé linearis algebrai egyenletrendszer

rosszul kondiciondltsdga, mivel nemcsak a biintetoparaméter nagysaga, hanem az el6z6

iteracids 1épésben meghatarozott p&kil) érintkezési nyomas is javitja a megoldast.



3. fejezet

ERINTKEZESI FELADAT DISZKRETIZALASA

Az érintkezési feladat megoldasdhoz elsOsorban végeselem-mddszert haszndlunk, pon-
tosabban a mddszer p-, illetve hp-verzidjat részesitjiik elényben. A vizsgdlataink soran
olyan haromdimenzios feladatokat tekintiink, melyek egyrészt hengerszimmetrikus elrende-
zéstiek, igy a hengerkoorinata-rendszer hasznalataval végzett szamitasokndl kétdimenzids
feladatot kapunk, méasrészt haromdimenziés térbeli feladatok esetén derékszogii DESCAR-
TES-féle koordinatarendszert vesziink alapul. Jelen fejezetben attekintjiik a korabbiakban
felirt rugalmassagtani feladatban szerepl6 ismeretlenek diszkretizalasi folyamatat, illetve
az érintkezés jelenségének numerikus vizsgalatat segité variacids technikak altal kapott
integral kifejezések végeselemes formalizmusat. A kontakt feladatok egy masik lehetséges
vizsgalata ugynevezett hatdsmatrixok segitségével torténik, amelyeket a rugalmas féltérre
vonatkoz6 megoldasok alapjan dllitunk el6 [31, 14]. Ennek bemutatdsa is roviden ossze-
foglalasra keriil ebben a fejezetben, melyet els6sorban az altalunk tekintett hengergorgsos
érintkezési feladatok esetén haszndlunk. Itt a kozelité megoldas a SIGNORINI-tipusu érint-
kezési feltételek kielégitését tiizi ki célul egy matematikai programozasi feladat feldllitasa-
val.

3.1. Rugalmassagtani egyenletek végeselemes targyalasa

Az ismeretlen vektor- és tenzormezdk az r helyvektor fliggvényeként irhatok fel. Tet-
szoleges P pontba mutatd helyvektor a valasztott koordinatarendszertol fiiggéen megad-
haté az

r=re,t+ye,+ze, (3.1)

alakban, ha derékszogii DESCARTES-féle koordinatarendszert tekintiink, vagy az
r=re(p) +ze, (3.2)

alakban, ha hengerkoordindta rendszerben vizsgaljuk a feladatot. A fenti egyenletekben az
T, Y, z az €, ey, e, egységvektorok dltal definidlt tengelyek irdnydban mért koordinatak,
mig az r, ¢, z gérbevonali koordindtdk és az e,, e, és e, egységvektorok a koordinata
vonalak érint6i. Hengerkoordindta-rendszer hasznélata akkor célszerdi, ha a feladat hen-
gerszimmetrikus elrendezésti. Ekkor ugyanis az ismeretlen mennyiségek csak az r és z
koordinata fiiggvényeiként tekinthetok, igy elegendo sikbeli — kétvaltozds — szamitasokat
végezni, mert a kialakuld elmozdulas-, alakvaltozas- és fesziiltségmezd is hengerszimmet-
rikus lesz.

A tovabbiakban derékszogii DESCARTES-féle koordinatarendszerben tekintjiikk at az
ismeretlen mennyiségek végeselemes felirdsat. Az u® elmozduldsmezd az r = r (z, y, 2)
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helyvektor fiiggvénye, ahol o = 1 a fels6, a = 2 az alsé test azonositasara szolgal. Az
elmozduldsmez6t a kovetkez6 modon kozelitjiik

u*=u*(r) = u®(z,y,2) =N 2y, 2)q%, (3.3)

ahol N az approximéciés matrix, mig q“ az ismeretlen paraméterek vektora. Matrixokkal
felirva értelmezhetjiik ezek elemeit

e
%
uw]® [Ny, 0 0 Ny 0 O N, 0 01%|a
ul| =[0 N 0 0 Ny 0 0 N, 0 : (3.4)
u, 0 0 N, 0 0 Ny 0 0 N |g
—— ~~ n
u® Ne qy
147 ]
P

N; jelenti az i-edik alakfiiggvényt, mig ¢¢, q;, qi jeldlik az i-edik alakfiiggvényhez tartozé
ismeretlen paramétereket, rendre az x, y, z irdnyd u,, uy, u, elmozdulds-koordinatak ki-
szamitdsdhoz, melyben (i = 1, ..., n). Az alakfiiggvények szama n. Eléallitdsuk p-verzids
végeselem-maédszer hasznédlata esetén az A. fiiggelékben Gsszefoglalt hierarchikus fiiggvé-
nyek segitségével torténik.

Az izoparametrikus leképzés értelmében az x, y, z koordinatdk a kovetkezé moédon
szamithaték

x:ZNf(é,n,C)xi Ty ez (3.5)
i=1

Vizsgalataink soran linearisan rugalmas, homogén, izotrép tulajdonsagi anyagokat
tekintiink, melyekre érvényes a HOOKE-térvény

[e}% E (0% v «
T _1+1/<A +12VA,I>, (3.6)

ahol A} az A® alakvéltozasi tenzor elsé skalar invaridnsa, azaz A} = €, +¢, +¢,, tovabba
I a masodrendii egységtenzort jeloli.

A (2.6)-ban felirt teljes potencidlis energia vizsgalatdhoz sziikségiink van az A“ alak-
valtozasi tenzorra, illetve a bel6le atrendezéssel kapott € alakvaltozasi vektorra:

« « ot
A = €& = [590 €y &z oy a2 ’sz} , (37)
ahol
- Oug . % o ou,
T o Y oy S, P (3.8)
Ouy  Ouy Ou,  Ou, Ouy  Ou, ’

Ty T T 0 T T 0 Ty
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Bevezetve a 9 differencial operator matrixot, irhatjuk, hogy

o]
5 0 0
0.
0o 2 2 X
0 0 2|
0z
€a: K Kl 0 Uy . (39)
dy Oz Uy
9 0 2|« _
0z ox o
o) o)
[V % oy
—_———
o

Figyelembe véve a (3.3) egyenletet, felirhaté, hogy
e® = dN°q* = B°q", (3.10)

ahol a B¢ derivalt matrix az N; alakfiiggvények parcidlis derivaltjaibdl épithet6 fel

'8N1 8N2 8N" 1@
Mg g e g o ... oo
ON1 0Ny ON,,
0 M 9 o 2 g .. 0 2 g
6N1 8N2 aNﬂ
b |00 FE 00 gE o0 0 % -
— | ON; ON; 0 ON> ONo 0 ON, ON, 0 . ( . )
oy ox oy ox o oy ox
ON1 0 ON1  ONy 0 ON> ONy, 0 IONy,
0z oz 0z oz t 0z oz
0 ON1 ON1 0 0Ny ONo 0 ON, ONp
L 0z oy 0z oy 0z oy |

Az e alakvaltozédsi vektorhoz hasonléan, a T fesziiltségi tenzorbdl felépité a o
fesziiltségi vektor:

[03% 0%
T = 0o :[az Oy 0» Toy Taz Tyz

17, (3.12)

ahol a (3.6) &ltal felirt HOOK-torvényt felhasznalva kapjuk, hogy

[Ou v ou ou Ou, \ ]| ou ou
=9 T T Oy z = x Juy
7 G_8x+1—21/<6x+8y+8z>_’7y G( + >’

—% v (8uw % 6u2>_

|0y  1—-2v 8x+8y+8z

g [ue v (u 0w, Ou] o (On O
7z = |10z 1-=2v\ 0z 9y 9z )] vz = '

G = ﬁ a csusztato rugalmassagi modulus.

(3.12) matrixos formaban a kévetkez6 mddon irhaté fel:

'2(1*1/) 22U 22U 1%

fo. 17 12 T T 000 r o q°
Ty 5 13V21/ 21(1:25) 21(12V21/) 000 €y
o 2w 2w —v €
szy ) 1B2V 17021/ 1B2u (1] 8 g %Zy : (3.14)
:z 0 0 0 010 32
_— L 0 0 0 00 1] << —
o ol

D«
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ahol az all6 D% az anyagéllanddk (6x 6)-os métrixa, melyben — homogén, izotrép anyagokra
— csak az anyagtol fiiggé v Poisson-szam és E rugalmassdgi modulus szerepel.

Ezek alapjdn a (2.6) teljes potencidlis energia a szokdsos méatrixos formaban a kovetkez6
modon frhaté fel

2
n=>Y" <;q‘”‘TKq°‘ - q“Tf“> : (3.15)
a=1
melyben
K = / BTDB*V (3.16)
Vo
a merevségi matrixot és
£ = / P NeTkeqy + / NoTpads (3.17)
Ve Sy

a terhelési vektort jeloli.

3.2. Variaciés egyenletek végeselemes targyalasa

Az érintkezési feltételek figyelembe vételéhez tekintsiik a (2.18) ltal definialt £AY
funkciondlt. Az ebben szerepld két integral végeselemes diszkretizaldsdhoz sziikséges a
(2.7)-ben felirt d hézagfiiggvény matrixos alakba valé dtalakitasa.

Tekintstink egy lokalis koordinatarendszert, mely a feltételezett S¢ érintkezési tarto-
manyok kozott elhelyezkedd alapsikhoz van rogzitve. A 3.1. &dbra altaldnos helyzetben
szemlélteti az (z, y, z) globélis és a (t5, ty, n.) lokalis koordinatdk értelmezését. A vizs-
galataink sordn végre kell hajtani egy koordinata-transzformadciot ezen globalis és lokalis
rendszerek kozott, annak érdekében, hogy az alakvaltozas utani d hézagfiiggvényt ki tud-
juk szémitani (2.7) alapjdn.

3.1. dbra: Térbeli globdlis (z, y, z) és térbeli lokélis (¢, t,, n.) koordindtarendszerek

Az eredeti u® elmozduldsmez6 felirhaté a fenti lokalis rendszerben is, azaz
T T
up = [utm Ug,, unc] , u® = [uw Uy uz] , (3.18)
melyek kozott értelmezhetd a

u® =Py - uf, up = Png -u” (3.19)
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transzformdcié, ahol Py a globdlis-lokalis transzformdcié matrix. Ezt 4tirva végeselemes
formalizmusra a lokalis és globalis rendszerben értelmezett elmozduldsmezére azt kapjuk —
ha figyelembe vessziik, hogy az INV; alakfiiggvények koziil melyek adnak zérustdl kiillonbozé
értéket a feltételezett érintkezési tartomanyon, tovabbd a q% paramétereket is a szerint
csoportositjuk, hogy melyek tartoznak az S tartomanyhoz és melyek nem —

o
uf = u} =N% =[Ny NC]Q[(‘;O] ,
C
(3.20)

(0%
u® = u*® =N% "= [Ng Nc]a [QO] .
e
Ny jeloli azon alakfiiggvényeket, melyeknek S& tartomanyon nincs hatdsuk — azaz zérus
értéket vesznek fel, vagy nem az érintkezési feliileten 1év6 elemekhez tartoznak — mig N,
azon alakfiiggvényeket tartalmazza, melyek a feltételezett kontakt tartomanyon 1évo ele-
mekhez tartoznak és igy nullatdl kiilonboz6 értéket vesznek fel. Mivel a transzformécio
elvégzése a d hézagfiiggvény kiszamitasa miatt, csak az S¢ tartomanyon szamitott elmoz-
duldsmez6 esetében sziikséges, igy a tovabbiakban elegendé a q. és q;. paramétervektorok
kozotti kapcsolat tisztazasa. Ehhez tekintsiik a kovetkezo
NZqj, = PgNeq? (3.21)
transzformacios egyenletet, melyben a q¢ ismeretlen paraméterek meghatarozasa példaul
a legkisebb hibanégyzetek elve értelmében torténhet. Igy jutunk a

2
X=> [/ (N&af. — Pg}Ngqg)2 ds] — miny =0 (3.22)

egyenlethez. Képezve q¥ szerinti parcidlis derivaltjat kapjuk, hogy

-1
Q@ = [ / NgTPglP;FlNgds} / NP, N2dS qf, = Pqj.. (3.23)
So S

P«

A végeselemes szdmitdsokhoz sziikséges a Kj* merevségi matrix és az f* tehervektor
meghatarozdsa — a fentiekben bemutatott particionalds bevezetése utdn — ezen P transz-
formacios matrix segitségével mar egyértelmiien elvégezheto.

A 3.1. abran jelzett (t., ty, n.) lokélis rendszerben értelmezett m. irdnyd elmozdu-
las meghatarozasdhoz bontsuk fel az IN¢ alakfiiggvényeket. Jeloljitk L*-val azon alak-
fiiggvényeket, melyek az alapsikba es6 — t, vagy t, irdnyd — elmozdulds-koordinatakhoz
tartoznak, mig L -val azokat, melyek az alapsikhoz képesti m, normdl irdnyt elmozdu-
lashoz tartoznak. Tehat a (2.7)-ben szereplé ud normadl irdnyd elmozdulds-koordinatak
kiszamitasahoz a kovetkezo kifejezést hasznaljuk

uy = Ly qpy.. (3.24)

Ezt kovetden irjuk fel a (2.7)-ben szereplé h kezdeti hézagot is métrixos forméban.
Tehat

2
h=> L h* (3.25)
a=1

melyben a h® ismeretlen paramétervektor segitségével a h kezdeti hézag is az izoparamet-
rikus leképzésnél hasznalt alakfiiggvényeken keresztiil irhaté fel. h® meghatarozasahoz a
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legkisebb hibanégyzetek elvét hasznaljuk fel. fgy a testek kozotti, alakvaltozas utani d
hézagfiiggvény a kovetkezo végeselemes formédban adhaté meg

d=1L2 qf, — L. qj. +L; h' + L2 h*. (3.26)

Vegyiik észre, hogy a szamitdsok megkonnyitése érdekében érdemes elvégezni a kovetkezd
atalakitasokat d felirdsakor

2 q(Q) 1 Q(l) 1 0 2 0
d= [0 an] |:ql2:| - [0 an] |:ql1:| + [0 an] |:h1:| + [0 an] |:h2:| =
oo e r

A (2.18)-ban szerepld biintetéparaméteres tag diszkretizalt formédban — (3.27) alapjan
— a kovetkez6 médon irhato fel

1 1 cll _c12] [ gl )
2/cd2d5 = [al" a"] ({_Cgl pt ] [q%] +2 [ f;?hD +dll., (3.28)
P
ahol
Caﬁ - /L?TCLlﬁdS7 a, ﬁ = ]-7 27 (329)
Qp

a kontakt elemek merevségi matrixa, illetve az

fl = / L/TcL}dSh} + / L/7cL}dS h?

Q Q

; g (3.30)
f2 = / L cL{dSh] + / LT cL?dS h?

Qp Q

vektorok a kezdeti hézagbdl szarmazd tehervektorok, az ,,dll.” tag a varidcié szempontjabol
allando, igy itt elhagyhatd.

Hasonlé 1épésekkel irhato at a (2.15)-ben és a (2.18)-ban szerepld, érintkezési nyomésbodl
szarmazo integral a végeselemes formalizmusra

el
/ dpudS = [} 7] [ fgp] L, (3.31)
Qp P
ahol
g0 = / % dS (3.32)

Qp

az érintkezési nyomasbdl szarmazo tehervektor.
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Ezek alapjan a (2.18) éltal felirt £AY funkcionalt diszkretizalt alakban a kovetkezd
moédon irhatjuk fel

1 K' o0/ |q/ fl
LAV = 2 [glT 2T l N L
2 [ l l ] < 0 KZQ qIQ f[2
Cll _012 qll —fé _fl
+2 —2| P )+, (333
—ct 2 || £2 f;? a (3.33)
melynek minimalizaldsdhoz képezni kell a
acAU
—=0 (3.34)
dqj

parcialis derivaltat. Fz a kovetkezo linearis egyenletrendszerhez vezet

1 fl —fl _fl
q; =50 = S+ L (3.35)
q, f; £, f;

Az u® elmozduldsmez6 kiszamitdsdhoz sziikséges qj paraméterek meghatdrozdsa a
2.4.3 alfejezetben leirt iteraciés elven torténik. A (3.35) egyenletben szereplé C*P és £y
a GAUSS kvadratira alapjan szamithatd ki, oly médon, hogy a vizsgalt GAUSS integra-
lasi pontokban meghatarozott d hézag eléjelétol fiiggben csokkentjitk vagy noveljiik a ¢
biinteté paraméter értékét. Ugyanis ahol az els6 iteracios 1épésben a hézag értéke negativ
lett, ott ¢ értékét novelni kell, mig ahol d > &, (¢ = 107%mm) hézag adédik ott pedig
zérus biintetOparaméter kivanatos. A médositasok elvégzése utan jra megoldjuk a (3.35)
egyenletet, mely egyre pontosabb kozelitést ad az u® elmozduldsmezdre.

Kll + Cll 7012
_C21 Kl2 + C22

Az iteraciot addig kell folytatni, mig az egyes integralasi pontokban valtozds mutatko-
zik ¢ értékében. A valtozds megsziinése azt jelenti, hogy a d hézagbdl (2.27) segitségével
médosithatjuk £ értékét és léphetiink a kovetkezd iterdcids lépésre. Az iterdciot a (2.28)
feltétel 4llitja le.

3.3. Kozelito megoldas GREEN-fiiggvények segitségével

Az érintkezési feladat kozelité megoldasanak elballitasa olyan mddon is elképzelhetd,
hogy a (2.10c) feltételt integral értelemben kivanjuk kielégiteni — a p, > 0ésa d > 0
egyenlotlenségi mellékfeltételeket betartva —, matematikai programozasi feladatot allitunk
fel és megoldjuk. Természetesen, ha egy testnek merevtestszerii elmozdulasa is megenge-
dett, akkor az egyensily teljesiilésrdl kiilon kell gondoskodni, mivel itt nem hasznaljuk ki
a potencialis energia minimuma elvet. Az egyensilyi egyenletek a felsé rugalmas testre a
kovetkezd alakban irhatdk fel

F:Fo/pnncdSzo, M:Mo/pnrxncdS:O, (3.36)
Se Se

ahol Fy és M az ismert kiils6 erOrendszer origéra szamitott redukalt vektorkettésének
eredé erdje, illetve nyomatéka. Ekkor az érintkezési feladat kozelité megoldasat az aldbbi
feladat jeloli ki

min{/pnddS‘pnZO,dZO,TGSC,F—F(pn)—O,M—M(pn)—O}. (3.37)
Se
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A (3.37) feladat numerikus megolddsdhoz diszkretizalast kell végrehajtani.

i -
pFL
- 1 Pnm
konstans
elem
pnl
12 3 m x
A
pn ™
pnm
linedris
elem
DPn1
123 m x

3.2. abra: p, nyomdsértékek kozelitései

A diszkretizalds sordn a p, nyomaést valamilyen fiiggvénnyel kozelitjiik, de tekintettel
kell lenni arra, hogy a nyomads csak pozitiv lehet. Altaldnosan felirva a p, nyomésra
kapjuk, hogy

Pn1
Pn2 T
po=pa(@)=[P P ... Pu]| . | =P (2)p, (3.38)
Pnm
ahol P; (i = 1, ..., m) koordinétafiiggvényeket jeloli a P (x) approximéciés matrixban.

Az altartomanyokhoz rendelt — diszkrét helyeken értelmezett — nyomasértékek p-ben sze-
repelnek. @ az érintkezési tartomany pontjainak koordinatait jeloli.

Vonalmenti érintkezést tekintve a 3.2. abra a lehetséges kozelitések egy csoportjat
szemlélteti. Konstans elemeknél minden kis tartoméany felett dllandé nyomaést feltétele-
ziink, igy P, =1 (i = 1, ..., m). Linedris kozelitésnél elemenként linedrisak, mig kvad-
ratikusnél elemenként négyzetes polinomok a kozelito fiiggvények. Tartoknal, illetve hé-
jaknal szokas még az tgynevezett diszkrét elemeket is alkalmazni, amikor a kozelitésnél
egy-egy altartomanyon ered6t szamitunk és azt a tartomany kozepén helyezziik el. A kons-
tans, a linearis és a kvadratikus elemeknél az ismeretlen az elemek csomépontjainal fellépd
nyomasnak felel meg. Térbeli feladatoknél altalaban konstans, illetve linearis elemeket
hasznalunk.

A programozasi feladat felallitdsdnak két £6, lehetséges tjat kiilonboztetjiik meg:

e A rugalmassigtani egzakt megoldds ismeretes, egyrészt a H* (x, s) GREEN-fiigg-
vényre, mésrészt az adott terhelésbdl szarmazé n. iranyaba esé vl ., () elmozdu-
lasra. Itt feltételezziik, hogy a merevtestszeri mozgast végzo test S, tartomanyon
ST. VENANT-i értelemben tavoli helyen, képzeletbeli tdmasszal van megfogva.

e A H®(z, s) GREEN-fliggvény és az ismert terhelésbdl szdrmazd uy .y, (z) elmozdu-

las kozelité tton hatarozhaté meg, példaul végeselem-modszerrel. Ez utébbi esetben

a széban forgé mennyiségek diszkrét pontbeli értékei dllnak rendelkezésre [40].
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A H® (x, s) GREEN-fiiggvény megadja az s helyen miikod6, n,. irdnyba haté kon-
centralt egységnyi erébél szérmazo, & pontbeli, n. irdnyba es6 elmozdulést. A H* (x, s)
GREEN-fliggvény és az adott terhelésbdl szarmazé uf , ., () elmozdulds ismeretében az
uy normalirdnyu elmozduldsok az aldbbiak szerint szémithatok

u;@>=—/iﬂ@a$pn@ww+ﬂhHMwwH¢mmw@»

‘ (3.39)
2 (@)= [ H(2,) pu (5) dS + 0 o ()
Sz
ahol u}%merev (x) a fels6 test merevtestszer(i elmozduldsabdl szarmazoé n. irdnyu elmozdu-

las.
Ezéltal a (2.7) altal definidlt alakvéltozas utani d hézag a kovetkezé médon frhaté fel
d(z) = /H (, 8) P (8) dS +1up gorn () = Un, gorn () + 1 (%) = Up pmere () > 0, (3.40)
Se
ahol a H (x, s) hatasfiiggvény

H(x,s)=H'(z, s)+ H(x, s) . (3.41)

A merevtestszeri mozgasbodl

ul () = (Ap+ Ay X7 (@) N (3.42)

n,merev

normal iranyu elmozdulds szarmazik, melyben Ag, Ap; vektorok koordinatdi a viszonyi-
tasi koordindtarendszer tengelyeinek irdnyaba es6 elmozdulést, illetve a tengelyek koriili
szogelfordulast tartalmazzdk.

A (3.37)-ben szereplé minimalizalandé integral helyett a (3.38) nyomésfiiggvény koze-
litésére is tekintettel az alabbi kifejezés irhaté fel
/pnddsz ~pl / P(x)d(x) dS, =p’ (Hp—-1-GrA) =0, (3.43)
SC Scz

melyben a H hatdsmatrix, a G geometriai métrix, a 1 kiils6 terhelésbdl adédé elmozdu-
lasvektor és a A merevtestszerti elmozdulasvektor miatt az alabbi értelmezéseket tekintjiik.

A H pozitiv definit hatdsméatrix szamitdsahoz a

H= P (x) H (x, s) PT (s) dS,dS, (3.44)
1

cx Pcs

egyenletet irhatjuk fel, amelyben dSs, illetve dS, az s, illetve az & valtozé szerinti integ-
ralasra utal.

Az el6irt kiilsé terhelésbdl és a kezdeti hézagbdl nyert diszkretizalt alakban felirt el-
mozdulasvektort 1-lel jeloltiik és a kovetkezd médon értelmezziik

L= [P (@) (uh o (@) — 02 e (&) — D (2) S, (3.45)
Se
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A merevtestszerii elmozduldsbdl, tekintetbe véve (3.42)-t kapjuk, hogy

/P () u}hmerev (x) dS, = /P () Ap+ Ay xr(x)) -n.dS, — GgrAX, (3.46)
Se Se

melyben

X — [)’\‘Aﬂ (3.47)

a felsé test merevtestszerti elmozdulasvektora. Ar az elmozdulast, mig Ay; a szdgelfordu-
last jelenti. DESCARTES-féle koordinatarendszert feltételezve irhatjuk fel a Ggr geometriai
matrix értelmezését, azaz

G = /P(m) n" [I o’ (z)] dS: A, (3.48)
Se

Gr

melyben I a masodrendii egységtenzor, tovabba v (x) a ferdeszimmetrikus forgatastenzor,
melynek értelmezése a kovetkezo

0 —2 wy 0 z -y
Yp=—|2z 0 —2|=|-2 0 =z]|, (3.49)
-y x 0 y —zx 0

tovébbd nT = [ncx Ney ncz] az érintkezési feliilet normalisa.

Ily médon a két test kozott az alakvaltozas utan kialakulé d tavolsdg diszkretizalt
vektora
d=Hp-GrA-1>0. (3.50)

A (3.36)-nél felirt egyensilyi egyenleteket diszkretizalt formaba atirhatjuk, figyelembe
véve a (3.38) és a (3.48) formuldkat

GElp—frp=0, (3.51)
ahol
_ | Fo
o= [22] 52

az eloirt kiilso terhelés redukalt vektorkettose.

Ezek utdn a matematikai programozasi feladat diszkretizalt formédban a kovetkezd
moédon fogalmazhaté meg

min{pTd\pzo,d:Hp—GRA—lzo,Gﬁp—fRzo}, (3.53)
illetve az ebbdl szarmaztathat6 algebrai egyenlet-/egyenl6tlenségi rendszer a kovetkezd
oo B L)
T — =
—Gr 0 1Al (k] [0 (3.54)
p>0, d>0, p'd=o0.
A (3.54) egy kvadratikus programozasi feladat, mely kiilonféle modifikélt szimplex

tipust algoritmusokkal oldhaté meg [37], mi azonban a rendkiviil hatékony KALKER-féle
iteracids eljarast alkalmazzuk [30].
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3.3.1. KALKER-féle iteracios eljaras

Az ebben a részben bemutatott megoldasi mddszer alapjaul a KALKER &ltal irt [30]
konyvben bemutatott technika szolgal. A diszkretizdlas révén a p érintkezési nyomas
vektora m szamu taggal rendelkezik. A (2.10a) és (2.10b) képletek altal definialt érintkezési
tartomanyba esé pontok halmaza €),-vel, a réstartomanyba es6ké 2p-val van jelolve.

A numerikus szamitasok miatt bevezetjiik a kovetkezd diagondlis vezérlématrixokat

P

Eq :<0...01...10...0> EQO:<1...10...01...1> (3.55)
N—— N—— S~——
’iEQp i€Qo 1€Q0

melyek az érintkezési, illetve a réstartomédnyba esé tartomanyokat jelolik ki a féatléba
helyezett egységnyi elemekkel.

. lépés: A program inditdsakor bedllitott Eq, és Eq, diagondlis métrixok segitségével mo-
dositott egyenletrendszer felallitdsa és megoldédsa, mely a kovetkez6 mddon irhato

Eq HEq, + Eq, —Gr
-GE 0

Eq,1
_fR

p
A

(3.56)

. lépés: A p érintkezési nyomésvektor elemeinek ellenérzése. Ez ugy torténik, hogy ha az €2,
érintkezési tartoményhoz tartozd py; < 0 akkor ezt a pontot az (¢ réstartomanyba
kell dthelyezni, és pp; = 0 nyomdsértéket dllitunk be. Ezdltal Gj Eq, és Eq, ve-
zérlématrixokat kapunk. A (3.56) egyenletrendszert ekkor ujra meg kell oldani a
modositott adatok alapjan. A kovetkez6 1épésre akkor mehetiink, ha mér az ),
illetve az )y tartomanyok nem valtoznak.

. lépés: Az i € Qg réstartomanyba tartozé pontokra meghatarozzuk a d; alakvaltozds utani
tavolsdgot a (3.50) egyenlet alapjan.

. lépés: Elofordulhat, hogy egy-egy pont d; hézag értéke negativ. Ebben az esetben ez a
pont atkeriil az €2, érintkezési tartomanyba, mivel a réstartomanyon barmely pontra
teljesiilni kell a d; > 0 egyenl6tlenségnek, azaz a testek egymasba nem hatolhatnak.

. lépés: Amennyiben a 4. lépés soran az €, és az )y tartomanyok megvaltoztak, akkor 1j
Eq, és Eq, vezérldmadtrixokat kell beéllitani és vissza kell térni az 1. Iépésre.

. lépés: Ha az €, és )y tartomanyok nem valtoznak akkor a szamitds befejez6dott.

Az iterdciés folyamat sordn a (3.56) alatti egyenletrendszert oldjuk meg az Eq, és az
Eq, vezérldmatrixok segitségével. A ciklusbdl vald kilépéskor az i € 2, helyeken tény-
legesen érintkezés &ll fenn. A 2. [épés alapjan a p,; érintkezési nyomads pozitiv, mig a
testek kozotti d; hézag zérus értékii. Az i € y réstartomanyban pedig p,; = 0 értéket
kapjuk (3.56) szerint, tovabbé d; a (3.50) alapjan szamithaté ki. Tehat Osszefoglalva azt
allapithatjuk meg, hogy a p’ d = 0 feltétel automatikusan teljesiil a teljes S, = Qg U Q,
tartoméanyon.

3.3.2. Hatasmatrix el6allitasa
Tekintsiik most csak a H! hatdsmatrixot, melynek eldallitdsa a (3.41) és a (3.44)

Osszefiiggések alapjan a kovetkez6 mddon irhato fel

H' :S/S/P(:c) H' (, s)PT (s) dS, dS, = /P(:c) [/Hl (z, s)PT (s) dS,| dS, .

cx Pcs cx SCS

(3.57)
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Jelolje W; () (i =1, ..., m) a P; (x) koordinatafiiggvény szerint megoszl6 terhelésbol
ad6dé m. normélis irdnyt elmozduldst. Ekkor a H' hatdsmétrix j-edik oszlopa

Wq:/P@w/HW@$W@M&P&q:

Sex Ses
- [p@]| [ # @ or s ds]as. ~ [P W) ds, -
Scx Ses

- (3.58)
P1 (x)
:/ 2@, (@) s,
Sea Pm (.'L')
ahol e; olyan vektor, amelynek j-edik tagja egységnyi, a tobbi zérus.
A H' métrix ij indexti eleme
%:#ﬂ@:/amw. (3.59)

Se

A MAXWELL-féle felcserélhetdségi tétel alapjan H' (x, s) = H' (s, x), vagyis az el6-
allitott hatdsmatrix szimmetrikus, azaz H,}j =H ]12

A kapott Osszefiiggésekbdl lathaté, hogy a hatdstényezdk meghatarozasanal a P; fiigg-
vény szerint valtozé terhelésbdl adédé W; elmozdulds és a P; koordindtafiiggvények szor-
zatdnak integralja adja a hatdsmétrix elemeit. A H? és a Gpr matrixok, tovabbé az 1
vektor meghatarozasa is hasonléan torténik.

Diszkrét elem esetén, a H* hatdsmatrix Hfj elemén az x; pontban, az n. (x;) normalis
irdnyba haté egységnyi nagysagu erébdl szarmazé x; pontbeli, n. (x;) normalis irdnyu,
elmozdulast értjiik.

Ha konstans elemet hasznalunk, akkor az S, érintkezési tartomanyt N darab altar-
tomanyra bontjuk fel. Ebben az esetben a P approximéciés matrixban szereplé koordi-
natafiiggvények elemenként allandd, egységnyi magassagu fiiggvények. Kovetkezésképp
a Hf hatastényezd alatt, az Sz (j = 1, ..., N) altartomdny felett, n. () irdnyba mi-
kodo, egységnyi intenzitdsi megoszl6 terhelésbél szarmazé W (x) elmozdulasi fiiggvény
Si(i=1, ..., N) altartomdny felett vett integralértékét kell tekinteni. A tobbi — Gg, 1 —
mennyiség is hasonléan szamithaté. Amennyiben az egyes altartoméanyok kicsinyek, ugy
az integralszamitds kozépérték tétele értelmében a Wi (x), uy o, (2), h(x) fiiggvények
S¢ altartoményok feletti integralja helyett vehetjiik azok értékét az S altartomanyok egy
belsd, példéul a koézépsé pontjaban 1évo elmozdulés, kezdeti hézag és a tartomany mére-
tének a szorzataként.

3.3.3. Tiikrozési technika

Rugalmas alakvaltozasokat feltételezve, a terhelt henger és a rugalmas féltér kozott kia-
lakulé érintkezés dltalaban a henger hossztengelyére meréleges iranyban, kicsiny szakaszra
terjed ki. Ezért gyakran a hengerre vonatkozo hatasfiiggvény eldallitdsara is hasznaljak
a féltérre vonatkozd Osszefiiggéseket, a henger véges hossziisdgabdl addéddan tdgynevezett
titkrozési technikat is alkalmazva.

A rugalmas féltér z = 0 feliiletén S, feltételezett érintkezési tartomany = iranyu mérete
Ser, y irdnyd mérete pedig Se,. Tovabba S, tartomanyt x és y tengelyek irdnyaban D,
illetve D, méretli kis téglalapokra bontjuk fel, ahogy ezt a 3.3. dbra szemlélteti. A ha-
tasfiiggvények felépitésére konstans elemeket haszndlunk, azaz a kicsiny téglalapok felett
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A

Ry

Y

D,
- T

3.3. abra: Feltételezett érintkezési tartomany jellemz6 méretei

egységnyi megoszld intenzitasu terhelést mitkodtetve, KALKER &ltal levezetett Gsszefliggé-
sek révén tudjuk kiszdmolni a hatdsmétrix elemeit [30].

A szerkezet geometriai és terhelési szimmetriajabol adédodan 4 alesetet kiilonboztetiink
meg, ami egyrészt a feladatok méretének csokkentését, masrészt a pontosabb eredmény
elérését teszi lehetévé. A 3.4. dbran sotétitéssel jeloltiik a kiilonboz6 lehetséges szimmetria
eseteket.

Y 1. tipus yH 2. tipus Y 3. tipus yH 4. tipus
[ 0 [ il 0 [

x x T N
0 0 0

3.4. abra: Figyelembe vehet6 szimmetria esetek

A H hatdsmaétrix (i, j) koordindtdjanak meghatarozéasa a kovetkezé médon torténhet,
melyet el8szor 1929-ben LOVE elemzett, majd jéval kés6bb JOHNSON [26]-ben, KALKER
[30]-ben foglalt 6ssze. Egy D, x Dy méreti, (z;, y;) kozépponti, tartomanyon egységnyi
allandé nagysigi megoszlo terhelés miikodik, melynek hatasara létrejové elmozdulas egy
tetsz6leges (x;, y;) pontban a kovetkezd képlet alapjan szamithaté:

;o 1— 12 o a (yij +b) + /(yij + b)2 + (xij + a)?
H (i, j) rFE {(”+ )] (yij—b)+\/(yij—b)2+(l’ij+a)2_+
- N (xij +a) + \/(yzg +0)% + (wij + a)2_
o +)] wij = a) + /(yij +0)° + (wij — a)? : (3.60)
(g —a)In | W=+ VB D+ (ay 7], |
Y (yij +0) +/(yij +0)2 + (55 — a)? |
(255 — a) + /(Ui — b2 + (w5 — a)?|
iq b hl )
o =) (zij +a) +/(yij — b)% + (i + a)? | }
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melyben x;; = x; —x;, illetve y;; = y; —y; és az egyszerlibb felirds érdekében felhaszndltuk

az a = %, illetve a b = % jeloléseket.

R !

3.5. abra: Fiktiv hengerek hozzdadédsa

Y 3. tipus
40
! 1. tipus Y 2. tipus
20 4[] 3[] 3]
1] 20 1] 1]
3l 6 50 20
50
6]

3.6. abra: Fiktiv hengerek kiilonb6z6 szimmetridk esetén

A henger hatdasmatrixanak szamitasakor tekintettel kell lenniink arra is, hogy a végla-
pok ténylegesen fesziiltségmentesek. A csusztatéfesziiltségek zérus értékét az igynevezett
tlikrozési technikaval biztositani lehet. A konkrét szamitaskor ez azt jelenti, hogy a tényle-
ges hengerhez tovabbi . fiktiv” hengereket toldunk, és a terheléseket a kozépsé — a tényleges
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— henger véglapjaira vonatkoztatva szimmetrikusan mitkkddtetjiik, ahogy a 3.5. dbra szem-
lélteti. A tiikrozési technika sajnos a véglapokon a normélfesziiltségek zérus voltat nem
biztositja.

Az A és B véglapokkal jellemzett henger hatdsmatrixdnak meghatarozasahoz az A, C
és B, D véglapu , fiktiv” hengerek felvételére van sziikség az A és B véglapokra vonatkozé
szimmetrikus terhelés mellett.

A kiilonb6z6 szerkezeti szimmetridk eseteinél alkalmazott tiikrozési technikat a 3.6.
abra szemlélteti. A 4. tipus az adbrdn vazolt 3. tipustdl annyiban tér el, hogy az y tengely
is szimmetriatengely, igy 12 helyen kell miikddtetni a nyomdast a hatdsmatrix elemeinek
kiszamitdsakor. A (3.60) osszefiiggést a titkrozési technikanak megfelel$ szdmu terheléshez
kell alkalmazni.



4. fejezet

TERGORBE PARAMETERES LEIRASA

A térbeli érintkezési feladatok vizsgdlata esetén feltételezziik, hogy az érintkezési tar-
tomanyt egy sima, zart térgérbe hatarolja.

Ebben a fejezetben bemutatjuk a térgorbéknek egy lehetséges paraméteres leirdasi mod-
jat, melyek napjainkban fontos szerepet jatszanak. A B-spline gorbéket, illetve ezek raci-
ondlis altaldnositasat a NURBS — Non-Uniform Rational B-spline angol elnevezésbol —
térgorbéket széles korben hasznaljak, elsOsorban a szamitégéppel segitett tervezés soran.
A gOrbék képzési modszeriik alapjan rendkiviil alkalmasak 1j objektumok definidldsara,
létez6 alakzatok pontos leirasara, fontos jellemz6jiik tovabba a 1étezd alakzatok konnyt
modosithatosiga.

A NURBS gorbéket definidlé adathalmaz egy egyszerii strukturat jelent. Harom alap-
vetO elemet sorolhatunk itt fel: a kontrollpontok, a csomdértékek vektora és a kontroll-
pontokhoz rendelt sulyértékek vektordat — ezen utédbbi silyértékhalmaz a nem raciondlis
B-spline-oknél nem szerepel. gy a gorbe médositésat ezen hérom struktiraelem valame-
lyikének véltoztatasaval érhetjiik el. Egyik legrészletesebb tsszefoglald errdl a teriiletrél a
PIEGL és TILLER &ltal irt konyv [54], melyben az alakvéltoztatdst kontrollpontok atren-
dezésével, illetve a hozzajuk tartozoé sulyértékek mddositasaval érik el.

Szamunkra ezen paraméteres gorbék az érintkezési tartomény leirasakor jatszanak koz-
ponti szerepet a térbeli érintkezési feladatok vizsgalatakor. A NURBS gorbék a kup-
szeletektdl kezdve tetszoleges térbeli nyitott és zart alakzatok lefrasara alkalmasak, médo-
sitasuk egyszertien néhany paraméter valtoztatasaval elérheto.

4.1. B-spline alapfiiggvény

A B-spline alapfiiggvények, mint silyok szerepelnek a kovetkezo szakaszban felirt B-
spline gorbék eldallitasakor, de az el6allitasuk komplex volta megkoveteli a részletes be-
mutatast. Két lényeges tulajdonsagat szokas a B-spline alapfiiggvényeknek kiemelni:

1. az alapfiiggvények értelmezési tartomanya ugynevezett csoméértékek altal tovabbi
részintervallumokra van bontva.

2. az alapfiiggvények zérustodl valé eltérése nem jellemz6 az egész tartomanyon, ez valo-
jdban csak néhany részintervallumon teljesiil. Azt szokas mondani, hogy a B-spline
alapfiiggvények meglehetdsen lokalisak.

Tekintsiik az u csoméértékek vektorat, mely [ darab nem csdkkend valés szdm sorozatét
tartalmazza, azaz

u = [ul ...,ul]T, aholuy <ug < -+ < g <y, (4.1)
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ahol az u; értékeket csoméértékeknek nevezik. Az [ui, U1;+1) jobbrdl nyitott intervallumot
az i-edik csoméértékhez tartozd csomédintervallumnak nevezziik. Mivel a csoméértékek ko-
zott fenndllhat egyenlGség is, igy eléfordulhat, hogy némely csomdintervallum nem létezik.
Ha egy csoméérték k-szor szerepel — azaz u; = uj+1 = - -+ = uijpp—1 — akkor a csoméérték
multiplicitdsa k, ahol & > 1. Egyébként, ha a csomdérték csak egyszer tlinik fel az u
csomovektorban, akkor az egyszeres csomoérték. Ha a csomoértékek kozotti kiilonbség
alland6 — azaz w11 —u; = all. V1 < ¢ <[ — akkor a csomévektorrdl azt mondjuk, hogy
egyenkozl. Ellenkezo esetben azt, hogy nem, idegen széval non-uniform.

A csomoéértékek tehat ugy értelmezhetdek, mint az [ul, ul} intervallum osztopontjai.
Minden B-spline alapfiiggvénynek megvan a sajat értelmezési tartomanya az [ul, ul] in-
tervallumon. Gyakran éliink azzal a valasztdassal, mely nem sérti az altaldnossdgot, hogy
up = 0 és u; = 1, tehat a zart értelmezési tartomany ebben az esetben a [O, 1].

A B-spline alapfiiggvény definiciéja megkivan egy tovabbi paramétert, a fokszamot.
A p-ed rendli, azaz (p — 1)-ed foki, i-edik B-spline alapfiiggvény a kovetkezd rekurziv
formulaval definialt:

N-l(u): 1 hawu <u < uiq
’ 0 egyébként (4.2)
U — U; U; — U
NP (4) — i pnpl i 2 Pl i=1,...,1.
(@ Uipp—1 — Ui (W + Uipp — Uig1 T () T

Ezt a képzési modszert a szakirodalomban CoX-DE BOOR-féle rekurziv eljarasnak ne-
vezik [54, 28]. Az alapfiiggvények definicidja komplex, de viszonylag kénnyen értelmez-
het6. Ha a fokszam zérus (p = 1), akkor ezek az alapfiiggvények — a (4.2) elsé képlete
szerint — egységnyi konstans fiiggvények. Példaul, ha az egymast koveté csomdértékek:
up = 0, ug = 1, ug = 2, ug = 3 és igy tovabb, akkor a csoméérték intervallumok
[O, 1), [1, 2), [2, 3). Az intervallumokon értelmezett 0-ad foku B-spline alapfiiggvények:
Ni (u) =1Vu e [0, 1), egyébként zérus értéki; N3 (u) =1 Vu € [1, 2), egyébként zérus
értékii; Ni(u) =1Vu e [2, 3), egyébként zérus értékii; ahogy ezt a 4.1. dbra mutatja.

N} N3 Ni

T T T T T T T
Uy U Uus Uy Uy Uy U us Uy Uy Uy Uz Uus Uy Uus

4.1. dbra: Héarom 0-ad foku B-spline alapfiiggvény

A magasabb foki NP (u) alapfiiggvények eldéllitdsanak értelmezéséhez hasznos a 4.2.
abran szemléltetett szamitasi struktira. Az dbran az elsé oszlopban a csomdérték interval-
lumok vannak felsorolva, mig a masodik oszlopban a 0-ad foktd B-spline alapfiiggvények.
Az N? (u) meghatdrozésahoz tehat sziikség van az N;! (u), illetve az N} ; (u) fiiggvényekre.
Ezéaltal minden 1. foku alapfiiggvény kiszamithaté. Az 1. fokd B-spline alapfiiggvények
a harmadik oszlopban vannak felsorolva. E rekurziv folyamat egészen addig folytatédik
ahdnyad foku alapfiiggvény meghatarozasa sziikséges.

Most hatdrozzuk meg a fenti példabdl kiindulva NZ (u)-t és N3 (u)-t — azaz az 1. fokt
alapfiiggvényeket. (4.2) alapjan — mivel uy = 0, ug = 1 és uz = 2 — felirhat6, hogy

u—ux us —u 1

Ny (u) = u Ny (u) + (2 — u) Ny (u) , (4.3)

N? (u) = N} () +

Uz — Uy Uz — u2
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[u1, u) N} (u) \N2 »

o) M < N

[, 1) Ny 2 §N§’ w— 1
[u4 u,) NI (u)>Ni’? (LL) ‘

4.2. dbra: (p — 1)-ed foku B-spline alapfiiggvények eléallitdsi séméja

illetve

U — ug Ug — U 1

N3 (u) = (u=1)Ny (u) + (3 —u) Ny (u) . (4.4)

N3 (u) = Ny (u) +

U3 — u2 Ug — U3
Ebbdl lathatd, hogy ezen alapfiiggvények szakaszonként linedris fiiggvényekbdl allnak
ossze. N? (u) nem-zérus értéket csak az [ul, U3) jobbrdl nyitott intervallumon vesz fel,
ezen kiviili értéke pedig nulla, ahogy ezt a 4.3. dbra szemlélteti. A tovabbi 1. foku alap-
fiiggvények képzése is ily médon torténik. A 4.3. dbra bemutatja az N2 (u) B-spline
alapfiiggvényt is, mely mar az [u2, ’LL4) intervallumon rendelkezik zérustél kiilonbozo ér-

tékkel.

N N2

u u

v T A T T hd T A T
U Uy Uus Uy Uus Ul Ug Uus Uy Uy

4.3. abra: Két 1. foku B-spline alapfiiggvény

(4.2) szerint a 2. foku alapfiiggvények el6allitdsa megkoveteli az 1. foku alapfiiggvények
meglétét. Igy N7 (u) felirhaté N2 (u) és N2 (u) segitségével:

u— Uy 2 Ug — U 2
N} (u) = N N. 4.5
1 (u) — 1(U)+u4_u2 3 (u) (4.5)
mely az u; (i =1, ..., 4) csomdbértékek alapjin
3 L2 1 2
N} (u) = SuNP (u) + 3 (3~ u) N3 (u) (4.6)

alakban adhaté meg. Mivel N (u) a [0, 1) és a [1, 2) intervallumon vesz fel zérustdl
kiilénbo6z6 értéket, mig N22 (u) a [1, 2) és a [2, 3) intervallumon, igy hdrom esetet kell
megkiilonboztetniink:

%Uz ha uE[O, 1),
NP(w)=itu@-uw)+iB-w)(u—-1)=—u?+3u—15 ha uel[l,2), (4.7)
$(3—u)(3—u)=3u*—3u+45 ha w € [2,3).

Ha a harom kiilénb6z6 esetben kapott gorbeszakaszt egy koordinatarendszerben dbra-
zoljuk, akkor lathatjuk, hogy a gorbeszakaszok pontosan a csoméértékeknél kapcsolodnak
egymadsba, igy alkotva egy folytonos fliggvényt (4.4. ébra). Az olvashaté le, hogy a gor-
beszakaszok folytonosan csatlakoznak egymashoz, azonban itt meg kell jegyezni, hogy ez
nincs mindig igy, tekintetbe véve a csomodértekek lehetséges multiplicitasat.
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4.4. abra: Egy 2. fokd B-spline alapfiiggvény

Megallapithaté tehdt, hogy N? (u) B-spline alapfiiggvény csak [ui, ui+p) intervallu-
mon ad zérustdl kiillonboz6 értéket, vagyis p darab csoméérték intervallumon [ui, Ui+1),
[wiy wita), .-, (Wi, Uirp)-

Végiil tekintsiik 4t a B-spline alapfiiggvény néhény fontos tulajdonsagét [17]:

e N’ (u) az u paraméter (p — 1)-ed foku polinom fiiggvénye.

e N’ (u) nem negativ, azaz N’ (u) > 0V i, p, u.

o NP (u) csak lokalis hatéssal bir, azaz N? (u) > 0 az [u;, ui}p) intervallumon.

e A nem-zérus (p — 1)-ed fokt N7 (u) alapfiiggvények Osszege egy az [ui, uiﬂ,) inter-

vallumon
i+p—1

Z Ny (u)=1 p>1.
=i

e Az N (u) alapfiiggvény (p — 1)-ed fokt polinomok 8sszegeként &ll el8 az [u;, witp)
intervallumon tgy, hogy a csatlakozasi pont mindig csoméértékre esik.

e Ha egy csomdérték multiplicitdsa k, akkor az adott csomdértéknél az alapfiiggvény
CP~1=F osztélyn folytonos gorbe.

e Ha a csoméértékek szama [, az alapfiiggvények rendje p, akkor a (p — 1)-ed foku
alapfiiggvények szama n, tehat [ = n + p. Ami konnyen beldthaté, ha figyelembe
vessziik, hogy NF (u) az utolsé (p — 1)-ed foku alapfiiggvény, mely nem-zérus értéket
csak az [un, unﬂ,) intervallumon vesz fel. Mivel az utolsé csoméérték u;, mely
megegyezik u,p-vel, ezért [ =n + p.

4.2. A B-spline definicigja

Adott n térbeli kontrollpont p,, ..., p, és egy csomoéértékeket tartalmazo w vektor,
ahol w = [u1,..., w]". A ¢(u) B-spline gorbe a p; kontrollpontok és az u csomévektor
alapjan a kovetkez6 médon &llithato el [28].

c(u) =Y NP (u) p;, (4.8)
i=1

ahol N? (u) az u paraméterhez tartozo p-ed rendti — (p—1)-ed fokt — B-spline alapfiiggvény,
melynek képzése (4.2) alapjdn torténik.

Az u; csomdbértékek nem csokkeno valds szamsorozatot alkotnak. A definicidban eld-
fordulé % hédnyadost zérusnak tekintjiikk. A p rendszam, az [ csomdértékek szama és az
n kontrollpontok szama kozott fenn kell allni a kovetkezd Osszefiiggésnek: | = n + p.
Pontosabban, ha n kontrollponttal kivanunk definidlni egy p-ed rendii B-spline térgorbét,
akkor biztositanunk kell n + p darab csomdértéket. Maésfeldl, ha adott n kontrollpont, [

csomoérték akkor az altaluk generalt B-spline térgoérbe p rendje | — n.
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Tehat a paraméteres p-ed rendii B-spline gérbe a B-spline alapfiiggvények linedris kom-
bindcidjaként allithatd eld. A p = 4 rend valasztds azt jelenti, hogy kobos — azaz 3-ad foku
— alapfiiggvényekkel irjuk le a B-spline-t. Ez a gérbe — a csomoéérték vektor strukturaja-
t6l és a kontrollpont elhelyezkedésétél fiiggden — lehet nyitott (open), zdrt (closed) vagy
rogzitett (clamped) tipust.

4.5. abra: Nyitott 3-ad foku B-spline gérbe

D

4.6. dbra: Rogzitett végi 3-ad foku B-spline gorbe

Nyitott gorbét akkor kapunk, ha sem a csomdérték vektornak, sem a kontrollpoligon-
nak nincs specidlis jellemzdje, azaz minden csoméérték és kontrollpont kiilénbozé. Ezt
mutatja a 4.5. dbra. Ha az elsé és az utolsé csomébértéket megtobbszorozziik, akkor a
rogzitett végii B-spline-hoz jutunk, mely befut az elsé és az utolsé kontrollpontba (lasd
a 4.6. abrat). Ha a kontrollpontok &altal 1étrehozott kontrollpoligon zért, azaz az els6 és
utolsé néhany kontrollpont egybeesik — konkrét szamuk a valasztott p rendszamtdl fiigg
—, tovabbd a csomévektor specidlis ciklikus szerkezetet mutat [50, 29], akkor zért B-spline
gorbét kapunk. Erre mutat példat a 4.7. abra.

A rogzitett végli B-spline gorbe elballitasakor a csoméértékek a kovetkezd specidlis
formét mutatjak. Az els6 és az utolsé csomébértékek ismétlédve szerepelnek a végeken, a
multiplicitdsuk pedig a B-spline alapfiiggvény p rendjével megegyezo, tehat

T
u = [111 = U2 = = Up, Upt1, - -+ Ul—p, Ul—pt1 = Ul—p42 = * " = Ul] > (4-9)

p p

ahol u; értékét O-ra, illetve u; értékét gyakran 1-re valasztjuk, igy normalizalt csomdér-
tékekkel dolgozhatunk. A ciklikus csomévektort PARK és KiM vezette be a [50] cikkben.
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P3s = P1o

P2 = Py

P = Ps P

4.7. dbra: Zart 3-ad foku B-spline gorbe

Ennek haszndlata akkor elényos, ha zart B-spline gorbéket kell leirni [49]. Ebben az eset-
ben az u csoméértékek vektora a kovetkezd modon irhato:

T
U = [u—(p—l)v ceey U—1, UL, - ooy Up—p42; Un—p43, - - - un+1] (410)
ahol
U—j = U1—4 + Up—p—i+2 — Un—p—i+3
up = 0 Up—p4+2 = 1
Un—p42+4i = Un—pti+i T Uitl — Uj i=1,...,p—1.
A végeken egybeejtve (p — 1) darab kontrollpontot, azaz
Pi = Pi mod (n—p+2) i=1,...,n, (4.11)

egy olyan zart gorbét kapunk, mely C?=2) rendfi folytonossagot mutat a gorbe értelmezési
tartomanyan. A (i mod j) miivelet i-nek j-vel valé osztasi maradékat adja.

A B-spline fontosabb tulajdonsdgainak attekintéséhez, tekintsiink egy n kontrollpont
altal definidlt, rogzitett végii p-ed rendli — azaz (p — 1)-ed foki — B-spline térgorbét.

e A (4.8)-ban felirt ¢ (u) B-spline térgorbe (p — 1)-ed foku gorbék folytonos dsszekap-
csolasaval jon létre. Altaldnosan az mondhaté el, hogy minél kisebb a fokszam, a
gorbe annal kozelebb keriil a kontrollpoligonhoz. Hatéaresetben, ha a fokszam egy,
akkor a B-spline gorbe a kontrollpoligont adja.

o A rogzitett végli B-spline térgorbe athalad a p; els6 és a p,, utolsé kontrollponton.

e A konvex burok tulajdonsagot kielégiti. A ¢ (u) B-spline térgorbe a kontrollpoligon
altal 1étrehozott konvex burokban talalhaté. E konvex burok konvex kontrollpoligon
esetén maga a poligon, konkav konrollpoligon esetén ldsd a [8] konyv 32. oldal4t.

o Lokalis valtoztathatosag, mely azt jelenti, hogy ha valtoztatjuk a p; kontrollpont
helyzetét, akkor ennek csak az [ui, ui+p) intervallumon van hatdsa. Ez a tulajdonsag
rendkiviil fontos a tervezés soran, ui. egy-egy kontrollpont mozgatasa nem modositja
az egész gorbe alakjat, csak a kontrollpont kérnyezetében valtoztat.

e Sima, oszcillicié mentes gorbe.

e Ha egy u csoméérték multiplicitdsa k, akkor abban a ¢ (u) pontban a gérbe C(P=k)
rendben folytonos.

o A gorbe alakjat befolyasolhatjuk a p, kontrollpontok, a p fokszam, illetve az wu;
csomoértékek altal. Példaul elérheté — a csomdértékek alkalmas megvélasztasaval —,
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D7

4.8. abra: 3-ad foku B-spline gorbe kontrollpontjainak mozgatasa

hogy a B-spline gorbe tartalmazzon egyenes szakaszt is, ugy hogy a kontrollpontok
nem esnek egy egyenesbe.

A B-spline gorbék elééllitasa megkoveteli szamos jellemzé elére meghatarozasat, tgy-
mint a fokszam, vagy a megfelel6 szamui csoméértékek rogzitése. Egy tovabbi hatrany a
gorbe létrehozasanak komplex médja. Cserébe azonban egy nagyon jél hasznalhaté eszkozt
jelent a tervezdé mérnokok szamara.

Sajnos meg kell azonban emliteni egy lényeges fogyatékossagat ezen térgorbe tipusnak:
mivel polinomok épitik fel, igy a legegyszeriibbnek t{ind, altalanosan hasznalt gorbék,
példaul a kupszeletek, nem irhatdak le vele egzakt médon. Ezen segit a B-spline dltalano-
sitdsanak tekintett NURBS térgorbe.

4.3. NURBS térgorbék

Azok a paraméteres térgorbeleirasi modszerek, melyek csak polinomok linedris kombi-
nacidjaként allitanak el6 gérbéket, nem jék minden esetben, mivel sok gérbe — tgymint
a kor, az ellipszis, vagy a parabola — nem adhaté meg egzaktul ilyen médon. A kor csak
raciondlis fiiggvények altal reprezentalhatd, tehat olyan fiiggvényekkel, melyek polinomok
hédnyadosai. Ennek hatasira alakult ki a B-spline gérbék altaldnositott valtozata, me-
lyet angol elnevezéssel Non-Uniform Rational B-spline-nak — a tovdbbiakban réviden
NURBS-nek — neveziink [54].

4.3.1. Homogén koordinatak

Egyik fontos célja a homogén koordindtdk hasznalatanak az, hogy a végtelen tavoli
pontot értelmezni tudjuk. Az EUKLIDESZi koordinatarendszerben végtelen hely nincs ér-
telmezve. Azonban szamtalan esetben lényegesen leegyszeriisodik egy-egy elv, illetve az
elvégzendd szamitas, ha rendelkezésre all a végtelen tavoli hely fogalma. Ez a megallapitas
a gorbe és feliilet tervezésnél is érvényben van. Homogén koordinatak nélkiil szamtalan
bonyodalommal keriilnének szembe a modellezéssel foglalkozdk a szamitogépes grafika és
a szamitdgéppel segitett tervezés teriiletén. Gondoljunk csak egy hétkoznapi kockara, me-
lyet a szamitégép monitoran kivanunk megjeleniteni centrélis vetitéssel. Még egy laikus
szemlélonek is feltiinik, hogy a kocka élei, mintha egy végtelen tavoli pont felé tartva
talalkoznanak egymassal.

A végtelen tavoli pont bevezetésének érdekében tekintsiik az u és w két valds szé-
mot, majd képezziik ezek hanyadosat . Most u értékét vegyiik rogzitettnek, w-t pedig

csokkentsiik, akkor 7= hdnyados egyre nagyobb lesz. Ha w eléri a zérus értéket, akkor -
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hanyados végtelen nagy lesz! Ez adja a lehetéséget arra, hogy egy tetszlleges a = ; valos
szamot két masik valds szammal, u-val és w-vel irjunk fel. Ugyanis, ha w # 0, akkor a
értéke pontosan a = . Ellenkez0 esetben, ha w = 0, akkor a szdm a = oo, azaz a végtelen
tavoli pontot (u,0) = co médon azonosithatjuk.

Térpontokat tekintve a homogén koordindtdikat a kovetkez6 mddon értelmezziik: a tér
végesben és a végtelen tdvolban fekvd P pontjait az r = ze, + ye, + ze, helyvektor és a
¢ skaldr jellemzi, mely csak a 0 és 1 értékeket veszi fel, azaz az (x, y, z, {) a P ponthoz
rendelt homogén koordinatakat jelenti.

X

4.9. dbra: Az (z, y, w) homogén koordindték értelmezése

Ezt a médszert hasznéljuk a két-, illetve a haromdimenziés tér pontjainak homogén
koordinatakkal valé megaddsdhoz is. A kénnyebb megértés érdekében most egy kétdimen-
zi6s (z, y, w) homogén koordindtas alakban felirt pont szdrmaztatdsat mutatjuk be [28]
alapjan. Ahogy a 4.9. dbra szemlélteti, az (x, y, w) egy térbeli pont X, Y és W tengely
irdnyd koordinatait jelenti. A koordindtarendszer origéjét és az (z, y, w) pontot 6sszekotd
egyenes a w = 1 sikot az (&, £, 1) ponton dofi at. Nyilvanval6, hogy ez a transzformacio,
barmely homogén koordinatdkkal megadott pontndl elvégezhetd és az is lathatd, hogy a
stkon 1év6 pontok az (i, %, 1) alaki homogén koordindtdkkal megadhatéak, ha minden
igy értelmezett pontra elvégezziik a fent leirt transzformaciot.

A 4.9. abrébdl az is lathatd, hogy ez a transzformécié nem koélcséndsen egyértelmii,
mivel az origét és az (z, y, w) pontot dsszekdtd egyenes minden pontjdt csak az (&, £, 1)
pontra tudjuk leképezni. Ezért amikor a hagyoméanyos EUKLIDESZi koordinataival adott
pontot transzformaljuk homogén koordinatas alakba, akkor altaldban azt tessziik, hogy
a w = 1 feltevéssel élilnk — azaz egy térbeli (z, y, z) pont homogén koordinatas alakban
a kovetkezé (1-z,1-y,1-2,1) = (z,y, z, 1). Tehdt észrevehetd az, hogy a homogén
koordinatak szama 3, illetve 4, amikor egy xy-sikbeli, illetve egy térbeli pontot kivanunk
veliik leirni.

4.3.2. NURRBS térgorbe elballitasa

Tekintsiik a (4.8) altal definidlt ¢ (u) B-spline gorbét, de a p; (i = 1, ..., n) kontroll-
pont esetében térjiink at p? homogén koordinatas alakra tigy, hogy a negyedik koordinatat
valasszuk 1-re

T

xZ; "
pi= |vi =7 (4.12)

Z 11

A p, pontokat ezaltal homogén koordinatasként kezelhetjiik, mivel ha megszorozzuk
a — homogén koordinatdival adott — pont minden koordinatdjat egy nem-zérus értékkel,
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akkor az a pont helyzetét nem véltoztatja meg, tehat w; sullyal szorozva megkapjuk a p;
pont egy masik homogén koordinatas alakjat:
W; Tj
w W; Yi
U= . 4.13
P = (4.13)
w;

Ezen p}’ pontot visszairva a (4.8) egyenletbe kapjuk a kévetkezd formuldt:

" . W5 T; ;;11 ]J\\;zi EU; Wi Ty
w — P wo_ p Wi Yi | i=1 1V (W) Wiy
SRS SE IS T v B i
1= 1=
i Dy N (u) w

mellyel megkaphatjuk az eredeti ¢ (u) B-spline gérbe homogén koordinatakkal felirt alak-
jat, ha w; = 1 értékil. Visszairva ezen formulat EUKLIDESZi koordindtas alakba, a NURBS
térgorbe definici6jdhoz jutunk [51], melyhez a ¢ (u) negyedik koordinédtdjaval kell elosz-
tani minden koordinatat:

Ch (u) — Z?:l sz (U’) Wy pzh — Z?:l sz (u) Wi Py
’ Z?:l NJP (w) wy Z?:l N]p (u) w;
h

melyben ¢;'(u) a homogén, ¢,(u) pedig az EUKLIDESZI koordinatédival felirt NURBS tér-
gbrbét jelenti.

A (4.15) 4ltal definialt (p—1)-ed foki NURBS térgorbe eléallitasdhoz sziikség van tehat
a pq, Py, - .., P, kontrollpontokra, az u = [ul, ug, ..., u)? csoméértékekre, tovabbd a
wi, ..., w, sulyokra is. Mivel a w; stulyérték a p, kontrollponthoz van rendelve, ezért a
sulyértékek szama meg kell egyezzen a kontrollpontok szamaval.

Altaldnosan az mondhaté el, hogy a w; sulyértékek pozitivak, de van néhany érdekes
alkalmazas, ahol negativ sulyértékek is szerepelhetnek. Ha egy w; sily zérus, akkor az azt
jelenti, hogy a p; kontrollpontnak nincs hatésa a ¢, (u) térgérbe meghatarozasira — azaz
olyan mintha a p, kontrollpont nem szerepelne a kontrollpontok kozott.

A (4.15) definiciébdl két fontos kovetkeztetés vonhato le:

¢ (u)

(4.15)

e A NURBS térgorbe racionélis, mivel a p; kontrollpont egyiitthatdja két (p — 1)-ed
foku polinom hanyadosa.

e Ha az Gsszes w; sily értéke 1, akkor a NURBS térgorbe B-spline térgorbére reduka-
16dik.

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a B-spline gorbék a NURBS gorbék speciilis esetei.
Tovabba a NURBS gorbe alkalmas arra, hogy egzakt moédon leirja a kort, a parabolat
és sok més egyéb olyan térgtrbét is, melyeket B-spline-okkal nem volt lehetséges egzakt
moédon megadni [54].

4.4. Interpolaciéo paraméteres térgorbével

Egy interpolald NURBS létrehozasakor a kiindulasi adatot egy ponthalmaz jelenti,
mely pontokon a létrehozandé térgorbének keresztiil kell haladnia, ezek az interpolécios
pontok. Ezért az elsé 1épés minden esetben az, hogy keressiink egy paramétersokasagot
ezen pontokhoz, melyek hozzarendelik a megadott pontokat a térgérbéhez. Egészen pon-
tosan arrdl van szé, hogy ha adott a di, da, ..., d, interpoliciés pontsokasag, akkor n
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darab tq, to, ..., t, paramétert kell keresni a gorbe értelmezési tartomanyabdl ugy, hogy
a d; ponthoz a t; (i =1, ..., n) paramétert rendeljiik hozza. Ez azt jelenti, hogy a létre-
hozott interpoléacids térgorbe — mely athalad a megadott pontokon a felvett sorrendben —
teljesiti a kovetkezd egyenletet

di = Cr (tz) 1 S ) S n, (4.16)

ahol ¢, (t) alatt a (4.15) egyenlet altal definidlt gorbét értjiik. A 4.10. dbran 5 megadott
ponton kell a gorbének athaladni, igy a t1, ...,t5 paramétereket kell meghatarozni elsé
lépésben. A t; paraméterek és a d; pontok egyméshoz rendelésére szamtalan lehetdség

ot te ts

4.10. abra: Interpolal6 gorbe és a t; paraméterek kapcsolata

kinalkozik. Példaul feloszthatjuk a gorbe értelmezési tartomanyat valamilyen szempont
alapjan, vagy csak véletlenszeriien valasztunk ki n paramétert a lehetséges tartomanybol.
Ha azonban a paraméterek és a pontok dsszerendelése véletlenszertien, nem el6re tervezett
modon torténik, akkor a létrehozott térgoérbe alakja megjésolhatatlanna valik.

A kovetkez6kben két altalunk hasznalt technikdt mutatunk be arra, hogy hogyan lehet
a paramétereket és az interpolacids pontokat egymaéshoz rendelni: az egyenletes paramé-
terkiosztas technikajaval, illetve a hirhossz alapt paraméterezéssel, mely a kontrollpoligon
oldaléleivel aranyos paraméterkiosztast jelenti. Ha a paraméterkiosztdas megtortént, akkor
a kovetkez6 1ényeges 1épés az u = [ul, . ,ul]T csomoérték vektor eldallitasa.

4.4.1. Egyenletes paraméterezés

A legegyszeriibb paraméterezési technika az, amikor a paramétereket az értelmezési
tartomanyban egyenletesen osztjuk el. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a [O, 1]
értelmezési tartomanyt kell n részre egyenletesen felosztani. Azt szeretnénk, hogy az
el6allitott gérbe mind az elsé, mind az utolsd interpolaciés ponton athaladjon, ezért a
ty =0 és a t, = 1 paraméter valasztassal éliink.

Mivel n paramétert kell meghatarozni igy a [O, 1] tartomanyt (n — 1) részre kell fel-

osztani, melyek hossza allando ﬁ, tehat a paraméterek
tl - 07
i
t; = l<i<n-—-1, (4.17)
n—1

tp,=1.
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Természetesen, ha az értelmezési tartoméany nem a [O, 1] intervallum, hanem az [a, b],
akkor a felosztas a kovetkezd mddon torténik

t1 =a,

ti=a+i— l<i<n-—1, (4.18)
n_

tn=b.

Sajnalatos modon, ezen egyszerii paraméterkiosztds nem minden esetben eredményez
kielégit6 interpolaciés gorbét. Példaul, ha a megadott interpoléacids pontok nem egyenlete-
sen helyezkednek el, akkor az egyenletes paraméterkiosztas altal 1étrehozott interpolécios
gorbe nagy hulldmokat, éles cstcsokat és akar hurkokat is tartalmazhat, ami az esetek
tobbségében elkeriilendd [49)].

4.4.2. Hurhossz alapti paraméterezés

Ha egy interpoldlé gorbétél azt varjuk, hogy a lehet6 legktzelebb haladjon az interpo-
laciés pontok altal kifeszitett nyitott poligonhoz, akkor két egymast kovet6 interpolacios
pont kozotti tavolsag kozel azonos a létrehozott gérbe azon szakaszanak ivhosszaval. Ezek
alapjan az is teljesiil, hogy az interpoléciés pontok &ltal létrehozott poligon hossza és
az interpolalé gorbe hossza kozel van egymashoz. Ha a paramétereket aszerint osztjuk ki,
hogy az interpolaciés pontok milyen tavolsagra vannak egymastol, akkor jutunk a hurhossz
alapi paraméterezéshez.

Tekintsiik a dy, ..., d, interpoldciés pontokat. A d;_1 és a d; pontok kozotti tdvolsag
‘di —d; 1 ‘, illetve a teljes nyitott poligon hossza ezen tavolsdgok Gsszege

L=> |di—di. (4.19)
1=2

Egy tetszoleges i-edik interpolaciés pont paraméterértékét tigy hatarozzuk meg, hogy
Osszegezzitk a hurpoligon oldalait d; pontig és elosztjuk a nyitott hurpoligon teljes L
hosszaval. Ezek alapjan a paraméterkiosztas a kovetkezo:

t1 =0,
1 %

tizzzwj—dj_l\ l<i<n-—1, (4.20)
7j=2

ty=1.

Ezaltal a paraméterek a gorbe értelmezési tartomanyat a hurhosszal ardanyosan osztjak fel.
Természetesen, ha az értelmezési tartomany nem a [O, 1] intervallum, hanem az [a, b],
akkor a felosztas a kovetkezo mddon torténik

1 =a,
(b—a) : .
t; =a+ 7 Z‘dj_dj_1| l<i<n-—1, (4.21)
7j=2
th,=>5.

A hurhossz alapi paraméterezést széles korben hasznaljak és gyakran jo eredményt
szolgéltat. Azonban a mddszer hatranya akkor jelentkezik, ha egy-két hir jéval hoszszabb,
mint a tobbi. fgy ezen szakaszokon az interpolacié sokszor hosszabb gorbét eredményez,
mint varnank.
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4.4.3. Paraméterezés zart interpolalé gorbéhez

Amennyiben az eléallitani kivant interpoldlé gorbe zart, tehat dy és d,,+1 interpolacids
pont egy és ugyanaz a pont, akkor az interpolacios pontok altal meghatarozott poligon
is zart. A megadott dy, ..., d, pontok kiillonbozoek, csak a ,fiktiv” d, 41 egyezik meg az
els6 interpolacios ponttal. Ebben az esetben a paraméterkiosztds gy torténik, hogy a
t1 = 0 paramétert a d; ponthoz, mig a t,,1 = 1 paraméter értéket pedig a d, 11 ponthoz

rendeljiik hozzd. A tovabbi t; (i = 2, ..., n) paraméterértékek pedig a kovetkez& médon
szamithatdk:
tl = 07
1 < ‘ (4.22)
tizsz|dj—dj_1‘ 1<2<n+1,
J=2
ahol L, a zart poligon keriilete
n+1
L.=) |di—di4. (4.23)
i=2

Természetesen ebben az esetben is lehetséges, hogy a gorbe értelmezési tartomanya
nem a [0, 1] intervallum, hanem az [a, b]. Ekkor a paraméterek kiosztdsa hasonlé az
el6zoekben felirtakkal:

tlza,
(b—a) o .
ti=a+ ZQ\dj—djl} l<i<n+1, (4.24)
]:
tns1=b.

4.4.4. Csomdéérték vektor eloallitasa

Az aldbbiakban két esetet kiilonboztetiink meg. Elséként azt az esetet vizsgaljuk, ami-
kor nyitott interpolald gorbe eldallitasa a cél. Ebben az esetben a csoméértékek eloallitdsa
a kovetkezo elvek alapjan torténhet.

Ha maér rendelkeziink az interpolédciés pontokhoz rendelt t; (i = 1, ..., n) paramé-
terértékekkel, tovabba adott a B-spline gorbe p rendszama, akkor eld lehet &llitani az
u = [ul, el ul]T csomoértékek vektorat. A csomdértékek darabszama [ = n + p. Ha az
interpolalé gorbe a végeken rogzitett, akkor az els6 és utolsé p csomdérték egymassal mege-
gyezik, pontosabban az els6 p darab csoméérték u; = ug = - -- = u, = 0, az utolsé p darab
csoméérték pedig wj—pi1 = w—pr2 = -+ = w = 1. A fennmaradé n — 2p csomdértéket
valaszthatjuk egyenl6 osztaskozokkel, vagy valamilyen maés technika segitségével.

Ha egyenl6 osztaskozzel hozzuk létre az u csoméérték vektort, akkor a csomdértékek
a kovetkez6é moédon hatarozhatok meg

up =uz =---=u, =0,

)
Uptrs = —————— =1,...,n—p, 4.25
pti n—p+1 t p ( )
ulfp+1:Ulfp+2::Ul:1

Lathatd, hogy ha ilyen médon hozzuk 1étre a csomoéérték vektort, akkor nincs sziikség
a t; paraméterértékekre, tehat ez egy nagyon egyszerti mdédszer, ami azonban a szakiro-
dalom &ltal nem javasolt, mivel az interpoldcié soran felallitandé linedaris egyenletrendszer
szingularissa vélhat [49)].
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Széamtalan mas moédszer 1étezik, mely képes a t; paraméterkiosztas figyelembevételére
[50, 51, 49]. Ilyen példdul a DE BOOR &ltal bevezetett dtlagolasi médszer, vagy a PARK
altal felirt eltolasos — idegen széval shifting-method — technika.

Az atlagoldsos modszer szerint a t,1; csoméérték az egymast kovetd p paraméterértékek
atlaga, azaz

uy=ug=---=u, =0
1p+i71

Uppi== Y t; i=1,2...,n—p (4.26)
P =

ul7p+1:ul7p+2:...:ul:1.

Miésodik esetként tekintsiik azt, amikor zdrt interpoldlé gérbéhez keresiink csomoéérték
vektort. A (4.10)-ben felirt ciklikus csomdérték vektor elééllitdsa a célunk, oly mdédon,
hogy figyelembe vegyiik a mar 1étezd ti, to, ..., t,, paraméterkiosztast — azaz itt m a
megadott interpoldciés pontok szama —, mely azt is jelenti, hogy di, do, ..., d,, interpo-
laciés pont adott. Zart B-spline, vagy NURBS térgorbe esetén tudjuk, hogy a végeken
(p — 1) darab kontrollpont egybeesik, tehat az interpoldlé zart térgorbéhez n = m+p —1
kontrollpont tartozik. Ezeket p;, p, ..., p,-¢el jeloljiikk. Tehat dsszesen | = m +2p — 1
csomoOérték meghatarozdsa a célunk.

Ebben az esetben nincsenek olyan csomdértékek, melyek &£ > 1 multiplicitasuak. Min-
den csoméérték egyszeres. A (4.10) képzéséhez ismert képlet alapjan, csak az us . .. Up—py1
csomoértékek ismeretlenek. Ezek el6éllitdsahoz tekintsiik a kovetkezd osszefiiggéseket [51]:

1 i+d
u@-=2d+1'zdsj i=2 ...,n—p+1, (4.27)
J=i—

ahol d = Lp%lj — melyben |z jelentse a legnagyobb egész szamot, mely nem nagyobb

mint z —, tovabbd s; (j = —(d+2), ..., m + d) szdmitaséara felhasznaljuk, hogy

ul +tmy1rj —tmyr  ha —(d—1)<j<—1,
Sj =141 ha 1<j7<m+1, (4.28)
Up—pt2 +Tj—m-1—t1 ha m+2<j<m+d,

ahol up_pio =ty = 1.

Az el6zéekben felirt képletek konnyebb értelmezéséhez tekintsiik a kovetkezd egyszeril
példat. Adott m = 8 interpolaciés pont, célunk, hogy létrehozzunk egy harmadfoki
(p = 4) zart interpolécidés B-spline gorbét, mely mindegyik dy, ..., dg interpolaciés ponton
athalad. Ismert tovabba az, hogy a megadott pontok tavolsaga alapjan meghatarozott
paraméterhalmaz tq, ..., ts milyen értékeket tartalmaz (4.1. tabldzat). Feladatunk most
az, hogy meghatéirozzuk a ciklikus csoméérték vektort.

4.1. tablazat: Paraméterértékek m = 8 interpolaciés ponthoz
t1 to t3 tyg ts tg t7 ts \ to

i35 8 I,
g8 & 8 8

Az ismert Osszefiiggések szerint a kontrollpontok szama n = m +p — 1 = 11, ezért a
csoméértékek szdma [ = n+p = 15. Az u; = 0, illetve az u,—py2 = ug = 1, a hidnyzé
csoméértékek pedig meghatarozhatéak (4.10) és (4.27) alapjan. A csoméértékeket a 4.2.
tablazat tartalmazza.
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4.2. tablazat: Ciklikus csoméérték vektor (p = 4, m = 8)

W@ | G |@]G)|®)] @) @) O] 10)]|a1A1) | (12) | (13) | (14) | (15)
U-3 | U—2 | U-1 | U1 U2 us Uq Uus Ue ur us Uug ui0 Ui U2
—dl-fl-slolslsldlsl8 18T ST v [RIE
4.4.5. Interpolalé NURBS el6allitasa
Feladatunk a kévetkezo: adott a dy, do, ..., d,, interpolaciés pontsokasag és keressiik
azt a ¢, (t;) NURBS térgorbét, mely kielégiti a kovetkez6 egyenleteket
NP (t;
di:c,,(ti)zz’f—l i (1) Wi Py 1<i<m, (4.29)

21 VY (t) w;

ahol p,-k a (4.15) egyenlet altal definidlt térgorbe kontrollpontjai. Az n darab B-spline
alapfiiggvény meghatarozhaté a mar ismert ¢; paraméterértékek és az u csomdértékek vek-
tora alapjan, tovabba figyelembe véve, hogy a (4.29) altal felirt egyenletek mindegyikében
szerepel a Z;‘:l N jl? (ti) w; tag, igy a kovetkezd egyiitthaté matrix all el6

w1 Nf (tl) w9 Ng (tl) wnNﬁ (tl)
1 w1 NP (tQ) w2 NP (tg) ... wy NP (tg)
N? () = =7 ! ? e (4.30)
Zj:l Nj (ti) w; : : :
w1 N{) (tm) w9 Ng (tm) . Wy Nf{ (tm)

Léthatd, hogy ez egy m x n-es egyiitthaté matrix. Tovabba, mind a d; (1 <1 < m) inter-
polaciés pontok, mind a p;, (1 < k < n) kontrollpontok — a kiilénboz6 irdnyu koordinataik
alapjan — egy-egy matrixba rendezhetdk, azaz

T T
dlx er cee dmx Plz P22 --- Pnzx
d= dly dzy N dmy 5 P= |P1y P2y --- DPny . (4.31)
dlz d22 cee dmz P1z P2z --- Pnz

A megoldando linearis algebrai egyenletrendszer tehat, ha nem zart interpolald térgorbét
kivanunk létrehozni:
NP.p=d, (4.32)

amelynek akkor létezik megoldédsa, ha m < n fennall [51]. E fenti egyenletrendszer tehét
azt jelenti, hogy mind az x, mind az y, mind a z koordindtak tekintetében ugyanazzal az
egylitthatéo matrixszal kell a feladatot megoldani ahhoz, hogy az ismeretlen p;, kontroll-
pontokat meghatarozzuk.

Amikor zdrt interpoldlo NURBS térgorbét kivanunk meghatarozni, akkor a (4.29) kiin-
dulési feladat mdédosul. Az el6z6 szakaszban felirt ciklikus csoméérték vektort hasznaljuk
fel, tovabba tudjuk, hogy az el6allé kontrollpontok a p rendszamtdl fiiggé mértéki atfedést

mutatnak, azaz p; = Py, 11, -+, Pp = Pmip—1- Pz UgY is felirhato, hogy
D; ha 1 < ) < m,
P =14 " ) (4.33)
Pi mod (me1)+1 ham<i<m+p—1,
mely alapjan a (4.29) atirhaté a kovetkez6 egyszeriibb alakba
P NP (t) w

21 Y (t:) wj
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Ebben az esetben az eldallitott egyiitthatd matrix mar egy m x m-es négyzetes matrix.
Tehat m interpoléciés pont altal n kontrollpont egyértelmiien meghatarozhaté, mivel az
m~+1., m+2., ... kontrollpontok megegyeznek az 1., 2., ... kontrollpontokkal. Tekintettel
kell azonban lenni arra, hogy az N? egyiitthaté matrix eléallitdasakor az 1., 2., ..., p— 1.
oszlopokhoz még hozza kell adni az N}, (u), N} o (u), ..., Ny (u)-bdl szdrmazé
tagokat, azaz a matrixba rendezés a kovetkezé modon térténhet meg:

w1 N{) (t1)+wm+1 an@—&-l (tl) oo Wi N,I;L (tl)
1 wy NY (t2) + w1 N to oo W, NEB (t2
N7 (t) = =7 1 (82) F wm1 Ny (f2) m Jm (t2) (4.35)
i Ny () w; : :
w1 Ny (tm) + Wit Nb oy (Em) oo win N (Em)

4.5. Szampélda

A zart interpolald térgorbe létrehozasara irt program miikddését egy egyszerii sikbeli
szampéldaval kivanjuk bemutatni. Az ilyen jellegli térgorbe leirdsi és létrehozasi technikat
az altalunk kifejlesztett végeselemes programban hasznaljuk majd fel, térbeli érintkezési
feladatok érintkezési-elvalasi hatardnak egy sima gorbével valé pontos lefraséara.

Tekintsiink egy olyan feladatot, melyben adott a d;, (i = 1, 2, ..., 8) pontokbdl &ll6
interpolécids pontsokasag, lasd a 4.3. tablazatot.

4.3. tablazat: Interpolaciés pontok koordinatai

d; T Y z
d, —V2 -2 5.0
d, —2.0 0.0 5.0
ds | —vV/2-0.2 V2402 5.0
dy 0.0 3.0 5.0
ds | V2402 V2402 5.0
ds 2.0 0.0 5.0
d; V2 -2 5.0
ds 0.0 —2.0 5.0

Célunk, els6 1épésként az, hogy meghatarozzuk az ezen pontokhoz tartozé zart inter-
polalé NURBS térgorbe p; (i =1, 2, ..., 11) kontrollpontjait. A B-spline alapfiiggvények
rendjét p = 4-re valasztottuk, azaz 3-ad foku fliggvényekkel dllitjuk el6 a kivant térgorbét.
fgy az elsd és utolsé harom kontrollpont egybeesik. Az egyszerliség kedvéért itt w; = 1
sulyértékeket alkalmazunk, igy valéjaban egy B-spline gérbe meghatarozasa a feladat. A
megoldaskor hurhossz alapi paraméterezést hasznalunk fel. Az elkészitett program segit-
ségével a 4.4. tablazatban osszefoglalt értékeket kaptuk.

Szemléltetésként megrajzoljuk az eléallitott kontrollpontok altal generdlt gorbét. Eh-
hez a térgorbén talalhaté pontokat kell generalni a kirajzolds pontossaga altal megkivant
szamban. Itt 303 pontnak allitjuk el a koordinatdit, és ezen pontok felhasznaldsdval,
linedris interpolécié segitségével jelenitjiikk meg a térgorbét.
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4.4. tablazat: Numerikusan el6allitott kontrollpontok

p; z Y z
P = Py 0.0 —2.21321307831708 5.0
Py = Py | —1.58342432392788 —1.57357384336584 5.0
P3 =Ppy1 | —2.16753687904293  0.067034006487873 5.0
Py —1.72789358108819 1.75406491835431 5.0
Ps 0.0 3.69991654328768 5.0
Pg 1.72789358108819 1.75406491835431 5.0
p7 2.16753687904293  0.067034006487873 5.0
Ps 1.58342432392788 —1.57357384336584 5.0

y koordindta [mm]

b7

0.0

x koordinéta [mm]

interpolaciés pontok

% kontrollpontok

—— B-spline

4.11. abra: Numerikusan el6éllitott zart interpolald térgorbe

A 4.11. abran feltiintettiik a megadott interpoldciés pontok mellett az altaluk gene-
ralt kontrollpontok elhelyezkedését is, tovabba megrajzoltuk a létrehozott 3-ad fokd zart
interpolaciés NURBS térgorbét, w; = 1 sulyértékkel. A kapott gérbe, mint lathaté a 4.11.
abrabol, szép, sima és folytonos, valéban keresztiilmegy a d; (i =1, 2, ..., 8) interpolaciés

pontokon.



5. fejezet

ALAKOPTIMALIZALAS AZ ERINTKEZESI NYOMAS VEZERLESEVEL

A kiilonboz6 gépelemek fesziiltségallapotat jelentésen befolydsolja az érintkezd elemek
geometriai kialakitasa, formdja. Nemcsak a legaltalanosabban hasznalt gépalkatrészek —
Ugymint illesztett szard csavarok, gorgds-, vagy golydscsapigyak elemei —, hanem akér a
legbonyolultabb szerszamgépek esetében is rendkiviili jelentésége van az egymassal érintke-
zésbe keriils gépelemek, alkatrészek optimdlis tervezésének. A szingularitdsok elkeriilése,
illetve a miikodés kozben felmeriils, terhelés kovetkeztében létrejove fesziiltségallapotot
hosszi tavon elvisel6 szerkezetek 1étrehozasa az elsddleges cél, melyhez sok esetben speci-
alis megfontolasok sziikségesek.

Optimalizédlasi feladatok soran gyakran tekintjiik tervezési paraméternek példaul az
anyagjellemzoket, az alakot és méretet jellemz6 méroszamokat, terheléseket, a gépelemek
kozotti kapcesolatok jellegét, illetve a kapcsolodd gépelemek topolégiajat, amivel részlete-
sen foglalkozott MROZ a [39] dolgozatban. A mérnoki gyakorlatban a gépelemek kozotti
kapcsolatokat sok esetben egyoldalui érintkezési feladatként modellezik, errdl olvashatunk
szamtalan munkat, ha a kontakt feladatok irodalmat vizsgéljuk [35, 24]. HASLINGER és
NEITTAANMAKI [22] konyve széleskoriien ismerteti az érintkezési feladatok kapcsan fel-
allithato optimalizaciés problémak matematikai hatterét. Talalkozhatunk korabbi mun-
kakkal, melyekben célfiiggvényként a maximalis érintkezési nyomast vizsgaltak, tgymint
CONRY és SEIREG cikke [12], vagy PACZELT és HERPAI munkdja [43]. Az érintkezési nyo-
mas azonban egy nem folytonosan differencidlhaté fiiggvény, mely az optimalizdlas soran
problémakat vet fel. A [34], [36] és a [52] cikkek a teljes potencidlis energiat veszik fel kolt-
ségfiiggvénynek, mig a hézagfiiggvény integral értelemben vett mellékfeltételként szerepel
az optimalizdcids feladatban.

Rugalmas vagy merev testként modellezett henger és egy linedrisan rugalmas test érint-
kezési feladatat vizsgalta optimalizdlasi szempontbdl szdmtalan szerzd, igymint KIKUCHI
és TAYLOR [34], KLARBRING és HASLINGER [36], vagy PACZELT és SzZABO [45, 47]. Az
érintkezési nyomds megoszlasanak vezérlésével valésitottak meg alakoptimalizalast, h- és
p-verziés végeselem-maodszer hasznélataval a szerzok [46]-ban. Egy dsszefoglalé munkédban
PAczELT mutat kiilonb6z6 gyakorlati problémékra megoldast, az érintkezési nyomds meg-
oszlésdnak vezérlésével, amikor az érintkezo testek egyike merevtestszerii elmozduléssal és
elforduldssal is rendelkezik [41].

Jelen fejezetben az érintkezési nyomds megoszlasanak vezérlésével valésitunk meg op-
timalizalast, kiilonboz6 szempontok alapjan. Bemutatunk egy altalunk tovabbfejlesztett
vezérld figgvényt [42], melyet alkalmassd tettiink térbeli feladatok alakoptimalizaldséra
is. A kovetkezd optimalizacids feladatokat tiiztiik ki:

1. Az érintkezési nyomés maximumaéanak minimalizdlasa.
2. Merevtestszerii elmozdulds maximalizalasa.

3. Redukalt nyomaték vagy er6é maximalizaldsa.
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4. Surlédési (kopési) teljesitménybél szarmazé veszteség minimalizaldsa.
5. Gordiilo test alakoptimalizaldsa az érintkezési nyomas megoszlasdnak vezérlésével.

A 2-5. feladatokat gy is megoldjuk, hogy az érintkezésben résztvevé testekre megen-
gedett HUBER-MISES-HENKY, vagy roviden a tovabbiakban VON MIsEs-féle redukalt fe-
sziltséget is figyelembe véve hajtunk végre alakoptimalizaldst.

Az els6 négy optimalizdlasi feladat esetében p-verzids végeselem-maédszert alkalmazunk
az érintkezési tartomany diszkretizalasahoz, mig a gordiiléelem optimalizalasakor a 3.3
részben felirt hatdsmatrix segitségével oldjuk meg az érintkezési feladatot, melynek soran
a titkrozési technikat is felhasznaljuk.

5.1. Nyomasmegoszlast vezérlo fiiggvény

Az 5.1 abran jelzett S.-vel jelolt feltételezett érintkezési tartoméany, — a korabbi 2. feje-
zetben méar bemutatott érintkezési-elvaldsi altartomanyokra S. = €, U )y val6 felbontdsa
mellett — itt egy masik lényeges szempont szerint is két részre van bontva. Nevezetesen
aszerint, hogy az adott részen torténik-e nyomasvezérlés vagy sem. Ennek értelmében (2.
jeloli azon résztartomanyt — itt az s koordinatavonal egy szakaszat —, ahol nyomédsvezérlés
torténik. Tovabba az S. tartomany masik részét képezi az €1,., ahol nem térténik nyo-
masvezérlés ezen az altartoményon csak a vezérelt részrol szarmazé hatasok érzékelhetoek.
fgy tehdt a feltételezett érintkezési tartomany egyrészt felbonthaté 2, érintkezési és €2 el-
vélési, vagy rés altartomanyokra, azaz S. = {1, U€)y; de mas szempont szerint tekinthetjiik
a vezérelt (). és a nem vezérelt ), résztartomanyra bontast is, amelybdl S, = Q. U Q.

Feltételezziik, hogy az érintkezé testek az . résztartomanyon érintkezésben vannak.
A teljes S, feltételezett érintkezési tartomanynak azon részét, ahol a d hézagfiiggvény
pozitiv, €g-val jeloljiik, tehat S, = Qo U 2,. Itt az s és ¢t feliileti koordinatakat vezettiik
be, és feltételezziik, hogy az s koordindta mentén az alakoptimalizdlds eredményeként a
kovetkez6 nyomasmegoszlast kapjuk:

DPn (5) =V (5) Pmax =V (S, t= 0) DPmax =V ($) Pmax x € Q, (51)

ahol a kivélasztott V (s) nyomdsmegoszlast vezérls fiiggvény — a tovabbiakban wvezérld
fiiggvény — kielégiti azt a feltételt, hogy

0<Vi(s)<1, Pmax = Maxpy, (s), x=|[s,t=0] €. (5.2)

5.1. dbra: A V (x) nyomdsmegoszlast vezérl$ fiiggvény
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A vezérlo figgvényt a kovetkez6 mdédon értelmezziik
V)=V (s)-V(t), (5.3)
ahol V (t) = 1 (Vt) allandé fiiggvény, mely azt jelenti, hogy

0<V(x)<1 x=s, t] € Q. (5.4)

Az Q,. tartomdnyon az érintkezési nyoméast nem vezéreljiik, ezen a tartomédnyon nem
teljesiil az (5.1) egyenlet, azaz

X (.’B) =V (:E) Pmax — Pn (w) >0 x € Qe (5.5)

melyben €, két részbol all, egyik részén érintkezés 1ép fel, mig a masik részén hézag van,
azaz 2. U (e = €, U .

A legtobb esetben, dgymint sikbeli vagy hengerszimmetrikus érintkezési feladatoknal,
elegendd, ha csak az s-koordinata fliggvényében valtozik a vezérld fiiggvény, mig a t-
koordindta szerint &llando értéket mutat, ahogy azt az 5.1. abra szemlélteti. Feltételezziik,
hogy az érintkezési nyomds véltozdsa az . tartoményon a kovetkezdé C! osztalyd V (s)
fliggvény altal irhaté le:

0 ha 0 <s< Ly,
Ve (o) |3 (=) — o (22’ ha Ly <s<L
(S) <L2—L1> - (L2—L1) a L1 8= Lo,
Vi(s)=qV*(s) ha Ly < s < Ls, (5.6)
2 3
V* (s) [1—3(5;%3) +2 (54‘}53) ] ha L3 <s< Ly,
\0 ha L4§8§L,

ahol V* (s) a kivetkezd altalunk felvett C1 osztdlyt fiiggvény

V*(S):f2+(f3—f2)i f220, f3>0, (5.7)
Ls — Ly
tovabba fo, f3, L; (i = 1,2, 3, 4) mind a vezérl§ fiiggvény paraméterei. Ezen paramé-
terek koziil néhanyat elore rogzitiink, mig a tobbit csak az optimalizalasi folyamat végén
hatarozzuk meg, hogy pontosan melyeket, az attdl fiigg, hogy mi az optimalizalési feladat
célfiiggvénye.

Ha tekintjiik példaul a kovetkezo esetet
fo=1fs, Li=Ly=0, Ly=Ls=1L, (5.8)

ekkor allandé nyomdsmegoszlast kapunk az egész (). tényleges érintkezési tartomdanyon.
Részletes tanulmanyt mutat be a [42] cikk mind a kétdimenziés, mind a haromdimenzids
érintkezési-optimalizdcids feladatok vonatkozasaban.

Néhany esetben sziikséges lehet, hogy az érintkezési nyomasmegoszlast, a feltételezett
S, érintkezési tartomanyon, varidciés elvekbdl szamitsuk. Ekkor az érintkezési nyomas a
kovetkezd modon allithaté eld

pu (@) =D Vi (@) Vi, (5.9)

ahol V; (x)-k ismert fiiggvények, mig Vi-k az egyenstilyi egyenletekbdl szamithaték [42].
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5.2. Iterativ megoldasi médszer

Az egyszeriiség kedvéért, eloszor a terhelés hatasara létrejovo fesziiltségekbdl szamitott
redukalt fesziiltségre nem vagyunk tekintettel és a megoldast egy ismert iteracios médszer-
rel keressiik, melyet érintkezési feladatok kapcsén PACZELT publikdlt a [41] cikkben. Ez
részletesen leirja az iteracids eljaras felépitését, itt most csak a szamunkra fontos egy-
mast koveto 1épéseket emeljiik ki, és a tovabbiakban 1. tipusiu—iteraciénak nevezziik ezen
eljarast.

Az iterdcids szamités kiterjesztésével foglalkoztunk a [42] cikkben, pontosabban azzal,
hogy hogyan lehet a terhelések hatdsara 1étrejové fesziiltségekbdl szarmaztatott redukalt
fesziiltséget is figyelembe venni az alakoptimalizalds soran. Ezen utébbi munka részletesen
kitér a 2. tipusi—iteraciora, melyet itt szintén felhasznalunk a megoldashoz.

Az iterativ megoldés a kovetkez6 séma szerint épithetd fel:

1. tipusi—iteracio:
1. Az eredeti érintkezési feladat megolddasa, illetve a p%o) = p%o) (s) érintkezési nyomés

meghatarozasa; maximalis érintkezési nyoméas meghatarozasa pr(y?;x; k=0.
2. k =k + 1, azaz noveljiik a k ciklusvaltozd értéket.

3. Célunk az, hogy az érintkezési nyomasmegoszlas az (5.1), vagy az (5.9) szerint val-
tozzon, azaz p%k) (s) =V (s)p*. Ha a feladatot adott elmozduldshoz tartozéan kell
megoldani, akkor p* paraméter értéke az el6z6 (k — 1). ciklusban megoldott érint-

kezési feladatbdl szdrmazik, p* = max p,(lk_l) (s). Ha a terhelést nem egy el6irt
elmozdulas generélja, akkor nincs sziikség az érintkezési feladat megoldasara, mivel
a p* paraméter értéke minden lépésben a terhelési egyensilybdl szarmaztathato:

L
Fy :27rp*/V(s) (rp +s) ds,
0

melyben Fj a testeket Osszeszoritd eredd ero.

4. Az egymadstdl elvdlasztott testek itt a p%k)(s) és —p%k)(s) érintkezési nyomédssal nor-

malis irdnyban, illetve surlédédsos érintkezés feltételezésekor a ,up%k)(s) és —,up%k)(s)

csusztaté fesziiltséggel érintd iranyban terheltek az S, érintkezési feliillet mentén. Az

u}l(k) és u%(k) elmozdulasok ekkor meghatarozhatok.

5. Kiszamitjuk a normal irdnyd elmozdulédsbeli szakadasok értékét:
m(k)(s) - u}@(k) _ ui(k) )

6. Ezek koziil kivalasztjuk a minimalis értékiit:
minm® (s) = m*)(s,) .

7. Ezek utan az 1j hézagfiiggvény a kovetkez6 mddon allithato elo:

¥ (s) = m®) (s) —mF)(s,).

8. A kinematikai peremfeltétel biztositasa érdekében megoldjuk az érintkezési feladatot
az 1j hézagfiiggvénnyel és megkapjuk az érintkezési nyomasmegoszlast:

i) =i (s).
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9. A 2-8 lépéseket addig ismételjiik, mig a kovetkez6 kilépési feltétel nem teljesiil

Tk
k) _ pk=1) 4
hto|:27r/h(k)7“d7“§9:10 .
T

2. tipusi—iteracio:

A [42] cikkben bevezetett pétlélagos feltétel arra szolgdl, hogy a kialakuld fesziiltsé-
gallapotot az adott anyag még el tudja viselni, tehat ne hozzunk létre olyan optimalizalt
gépelemet, amelyben a maximalis redukalt fesziiltség az anyagra megengedettnél maga-
sabb:

max oeq < oy . (5.10)

Ha az (5.10) &altal definidlt mellékfeltételt is tartalmazza az optimalizaciés feladat,
akkor az 1. tipusu—iteracion beliil egy masik iteracids ciklust is el kell helyezni. Ez annyit
jelent, hogy barmely GAUSS integraciés pontban teljesiteni kell az (5.10) feltételt. Az
optimalizdlas soran el6szor mindig az 1. tipusi—iteraciéval hatdrozunk meg egy optimalis
alakot, mely azonban még nem veszi figyelembe, hogy ez mekkora fesziiltséget okoz az
anyagban. A kidvetkezo 1épésben az 1. tipusi—iteracio altal optimalis eredményt 1étrehozo
paramétereket tovabb kell valtoztatni annak érdekében, hogy az (5.10) mellékfeltételt is ki
tudjuk elégiteni. Ez azt jelenti, hogy a nyomasmegoszlast befolyasold vezérlési paramétert
vagy tovabb kell névelni, vagy éppen csokkenteni kell, a feladattipustol fiiggben.

Jelolje f az altalunk keresett tetszoleges paramétert, melynek végso értékét a 2. tipusi—
iterdcié fogja megkeresni gy, hogy a létrejové optimalis alak mér teljesiti az (5.10) egyen-
16tlenségi mellékfeltételt. A terhelési folyamat jellemzd ciklusvéltozdja istep, mely az egy-
mast kovetd — ugynevezett glogablis — iteracids 1épések sordn novekszik: isep =1, 2, 3, .. ..
Ezéltal f paraméter értékét a kivetkezd képlet szerint allitjuk be az iteracié sordn:

f = fO +Af (istep - 1) X (5.11)

ahol fp és Af értéke elére rogzitett feladatfiiggd allandé. Az optimalizélasi feladat iteracids
megoldasa a kovetkezd 1épésekkel jellemezheto:

1. istep = 0, fo és Af inicializdldsa az adott optimalizaldsnak megfelelGen.

2. (5.11) értelmében véltoztatjuk f értékét, melyhez tjabb és ujabb felsd test alakot
hatarozunk meg. Az optimalizalds sordan rogzitett f érték mellett 1. tipusi—iteraciot
hajtunk végre.

3. A kapott alaku testekre — linedrisan rugalmas rendszert tekintve — a VON-MISES-
féle 0eq redukalt fesziiltséget a haszndlt véges elemek minden GAUSS-integrédcios
pontjaban kiértékeljiik, azaz

Jeq:Ueq(g, 77) ahol 52_17 gla "'7£NGv 1 és 77:_17 m, ---5 1ING, 17
ahol &, n feliileti helyi koordinatak, mig NG az integracios pontok szama &, illetve n

irdnyban.

4. Jeldlje ige, azt a globdlis iterdcids lépést, amikor

max o,, > oy
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el6szor teljesiil. Ehhez a 1épéshez tartozik az f** paraméterérték. Tehdt az el6z6
ciklusban (istep = igep — 1 = igep) Mg a

max a:q <oy
feltélel igaz volt, melyhez az f* érték tartozott.

5. Az fég% optimdlis alakhoz tartozé paramétert az f* < fég,)c < f** intervallumbdl a
kovetkez6 linearis approximaciéval hatarozzuk meg

j * xk (g * O-U_O-: ;
f§€,1=f+<f (;Lf) g =12 ...,
o (.7)_0.*
eq eq

ahol f+(1) = = o) = 5=,

6. Az 5. el6z6 pontban felirt, dgynevezett 2. tipusi—iteraciot addig folytatjuk, amig a
’ oy — Uz;(j)‘
<0.015

ou

kilépési feltétel nem teljesiil.

5.3. Optimalizacids érintkezési feladatok felallitasa

Ebben a részben az altalunk optimalizalt érintkezési feladatok korét tekintjik at. Kii-
l6n megvizsgalva a henger alakti bélyeg érintkezését egy rugalmas vagy merev testtel,
illetve az els6sorban csapagyaknal el6fordulé mechanikai érintkezési feladat modellezésére
alkalmas hengerszerti gordiil6 elem és rugalmas féltér kapcsolatat. Mindkét esetben ismert
egy h = h(x) > 0 hézagfiiggvény, mely az érintkezé testek kiinduldsi alakjat hatarozza
meg. A h = 0 feltétel azt jelenti, hogy vannak olyan kiinduldsi pontok, amelyek méar kez-
detben érintkeznek. Mig h pozitiv volta azt mutatja, hogy a nem érintkez6 pontok kozott
mekkora n. irdnyu tavolsag van.

Rugalmassédgtani feladatokrél 1évén sz6, a kinematikai és/vagy dinamikai peremfelté-
telek el6irasa alapvetéen megkiilonbozteti a megoldani kivant feladatokat. Altaldban az
mondhaté el, hogy harom tipusu el6irast szokas megadni:

e clbirds lehetséges az elmozduldasmez6 vonatkozasédban (tisztdn kinematikai),
o feliileti megoszl6 terhelést adhatunk meg a kivédlasztott feliileteken (csak dinamikasi),

e valamint ezen kettd tipus kombindldsaval is rogzithetiink peremfeltételeket (vegyes
peremfeltétel).

5.3.1. Tengelyszimmetrikus feladatok vizsgalata

Tekintsiik két linedrisan rugalmas anyagi hengernek az 5.2. dbran vazolt elrendezését.
A vizsgalt 1-es jelil felsd és 2-es jeli alsé henger anyaga megegyezik, a numerikus szam-
példaknal ezt az E = E' = E? = 2-10° M Pa rugalmassigi modulus és v = v! = v? = 0.3
PoI1ssoN-tényez6 bedllitdsaval biztositottuk. Az anyagokra megengedett maximalis redu-
kalt fesziiltség nagysaga oy = U}] = UIQJ = 250 M Pa.

A vézolt helyzetben jelzett geometriai jellemzék a kovetkezdk. Az érintkezé hengerek-
ben 1év6 furat sugara r, = rg = rg = 20 mm, a fels6é henger kiils6 sugara r,lg = 120mm,
mig az alsé hengeré r,% = 140 mm. A hengerek magassiga egyarant b' = b> = 50 mm.



54 5. ALAKOPTIMALIZALAS

A

Two
_® =
= i

)]
~

Y

» T

2 ~u=v=w=0

= 7‘727&0

A

5.2. 4bra: Erintkezd hengerek geometriai és terhelési jellemz6i

A 2-es jelii als6 test z = 0 sikjaban azzal a feltevéssel éliink, hogy ott a test dgy van
rogzitve, hogy z és r-re mer6leges irdnyu elmozduldsa zérus értéki, azaz u = v = w = 0,
tovabba nem kothetjiik ki, hogy a 7., csusztato fesziiltség is zérus értékil ezen a feliileten.
A terhelésekre majd az egyes optimalizaciés feladatok kapcsan fogunk kitérni, de ahogy
azt az 5.2. abra jelzi, terhelési eloirast az 1-es jell test felsé lapjan fogunk megadni, ahol
w jelenti a szogsebességet, p a fiiggdleges irdnyd megoszlé terhelést, illetve wg a fels6 lap
—z irdnyu elmozdulasét.

A kovetkez6 optimalizacios feladatokat vizsgaljuk:

— Kinematikai terhelés esetén:

P1: Az 1 -es jelii felsd test — tovabbiakban bélyeg — felsé peremén wy = 0.1 mm fiiggéle-
ges elmozduldst irunk el6. Az érintkezési nyomads vezérlésekor az L; (i = 1, 2, 3, 4)
paraméterértékek eldre rogzitettek, oly médon, hogy az optimalizalt érintkezési nyo-
masmegoszlas az el6irt sima vezérl¢ fliggvény szerint valtozzon. Ehhez a bélyeg
alakjat a kivant mértékben maédositjuk tigy, hogy a bélyeg eredeti magassiga ne val-
tozzon. Ha bevezetjiik az s = r — r, koordinatat, és a Ah hézagfiiggvényt akkor a
kovetkez6 optimalizacids feladatot kapjuk [41]

min {pmax

A feladat megoldéasat az 1. tipusiu—iterdcids algoritmussal keressiik meg.

X =V (8)Pmax — Pn (s) =0, min Ah =0 x €

>0,d=d(p,, AW =0z €S, w=— e St
Pn = (pn, AR) =0 @ € S, w = —wo @ “} (5.12)

P2: A P1 optimalizdciéhoz képest egy tovdbbi mellékfeltételként tekintjiik azt, hogy
az anyagra megengedett oy redukalt fesziiltséget nem haladhatja meg az anyagban
ébredd o, legmagasabb redukalt fesziiltség, azaz

oq<oy xecVUVI=V. (5.13)
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fgy a kezdetben eldirt wg elmozdulast kell maximalizalni tgy, hogy a redukalt fe-
sziiltségre vonatkozo feltételt is teljesitsiik. Az optimalizacié matematikai formaban
a kovetkez6 moédon irhaté fel
min {pmax |pn >0, d=d(pp, Ah) =0, minAh =0
max { wo X =V (S)Pmax —Pn (s) =0 x € Q,, , (5.14)
w = —wy :cES}L}; Oq <oy xeV

ahol a bels6é optimalizaciét a P1 esetben haszndlt algoritmussal oldjuk meg, mig wg
esetében 2. tipusiu-iterdcids eljarasra is sziikség van.

P3: Ebben az esetben a P1 feladatnal alkalmazott eljarast kovetjiik, azaz eléirjuk a wy
elmozduléast, tovabba a vezérld fiiggvény L; paramétereit, és ugy hajtjuk végre az
alakoptimalizalast, hogy az eredd F), Osszeszorité erd egy elére valasztott értéket
adjon [41]. Az optimalizalasi feladatot ekkor a kovetkezd forméban frhatjuk el

pn 2> 0, d:d(pmAh) =0, X:V(S)pmax_pn(s) =0, z € Q,
g
w = —wy iUES}N Fp:27r/rpndr

b

min pmax

(5.15)

P4: Ha az anyagra megengedett oy maximalis fesziiltséget is figyelembe vessziik, akkor
nyilvanvald, hogy az I}, 6sszeszorité eré nem valaszthaté meg tetszdleges nagysagura.
Igy ennek értéke ismeretlenként szerepel az optimalizcis eljardsban. A megoldandd
matematikai feladat a kovetkezd

max {Fp

— Adott fiiggdleges irdnyi terhelés esetén

min {pmaxlpn >0,d=d(pn, Ah) =0, w = —wp T ES}“ (5.16)
X:OwEQc};UquaUxEV ' .

P5: A bélyeg felsé feliiletén p allandé intenzitdsi megoszld terhelés miikodik. Ennek

ereddje
Fy=n(r} —r})p. (5.17)

Adott fo, f3 és Lj (j =1, 2, 3, 4) vezérlé paraméterek esetén
X = X(8, pn, rogzitett vez. paraméterek) =V (s) pmax — Pn(s) =0, (5.18)

és igy a bélyegre felirhaté egyenstlyi egyenletbél

L

L
Fo=F,=2n /(rb + 5)pn(s) ds = 2T Ppmax / V(s)(ry +s)ds (5.19)
0 0

a Nyomas ppax maximalis értéke kiszamolhatod, és az 1. tipusu iteracional a bélyeg
kezdeti alakja, azaz a

min {pmax pn>0,d=0,x=0 minAh =0, Fy =F), ¢ € QC} (5.20)

feladat megoldhatéva valik.

— Vegyes peremfeltételek mellett
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P6: Tételezziik fel, hogy a felsé bélyeget a fliggdleges eltolédas mellett a z forgastengely

koriil el kivanjuk forditani.

Ezzel hatarhelyzetben

1
T

Mr = 27w/'r2pn dr (5.21)
b

csavar6 nyomaték viheto at a testek kozott, a p sirlédasi tényezd esetén.

Konnyen belathatd, hogy az egyenstlyi viszonyok miatt

1

Tk
F, = 27T/’I“pn dr=Fp. (5.22)
b
fgy egyrészt
T
Mr < 27T,u/7“pn dr ri < 'r,ipJFo, (5.23)
Tp
masrészt
s
27ru/’rpn drry < Mr, (5.24)
)
vagyis
repuFy < Mp < r,%,uJFO. (5.25)

Az nyilvanvald, hogy maximalis nyomatékatvitel akkor érhet6 el, ha az érintkezési
tartomany csak a bélyeg kiilsé peremének kozelében alakul ki, azaz r = 7’,16, illetve a
minimaélis érték akkor &ll el6, ha csak a bels6 perem kozelében érintkeznek a hengerek,
azaz r = ry.

Annak érdekében, hogy sima fesziiltségeloszlast kapjunk az optimalizdlas eredmé-
nyeként, a bélyeg alakjat a vezérld fiiggvény néhany paraméterével tudjuk beallitani.
Pontosabban az L3 és L4 paraméterek rogzitettek, illetve az Lo — Ly kiilonbség is
elore be van allitva az egyenletes nyomasmegoszlas érdekében. Tehat a vezérld fligg-
vényben csak az L; paraméter marad meg valtozéként, mivel az Ly = Lo (Lq). fgy
jutunk a

X=X (57 DPn, Ll) =V (37 Ll)pmax — Pn (57 Ll) =0 (526)

egyenlethez, melybdl kifejezhet6 a
Pn (S> Ll) =V (S, Ll)pmax (527)

érintkezési nyomdasmegoszlas fliggvény.

A felsd testre felirhatd az

1
Tk

F = F (L1, pmax rogzitett) = Fy — 2w / rV (s, L1) pmaxdr =0 (5.28)

b
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PT7:

P8:

P9:

egyensulyi egyenlet, melyb6l L értéke kifejezheto, mivel a pmax érintkezési nyomaés
értéke itt rogzitett. Ezaltal az optimalizédlasi feladat

M
max E—
L1 ILL

Pn =pn (s, L1) >0, d=d(pn, Ah) =0, x = x (8, pn, L1) =0,
minAh =0 x € Q., F = F (L1, pmax rogzitett) = 0 ’

(5.29)
ahol L1, Ah és p, paraméterek jelentenek ismeretlen valtozokat [41].

Az anyagra vonatkozo oy megengedett maximalis fesziiltséget is tekintetbe vessziik a
kialakul fesziiltségallapot vizsgdlatakor, azaz a 0.4 < oy betartasa mellett végezziik
el a P6-ban felirt optimalizacios feladatot. Ekkor mar a pp.x maximalis érintkezési
nyomdst nem lehet elore rogzitett értéknek tekinteni a nyomaték maximalizalasakor.
Az optimalizdcié soran ugy kell az Ly tavolsdgot maximalizalni, hogy kozben te-
kintettel legyiink a oy megengedett maximaélis fesziiltségre is, ezaltal a megoldandd
feladat igy irhatoé fel:

M Pn = Dn (3; Pmax (L1>) >0, d:d(pm Ah) =0,

max T minAh =0, X=x(8 pn, 1) =0 x € Q. . (5.30)

1
F=F (pmax (L1)) =0; 0¢g <oy x €V

Az optimalizdcié sordn az Ly tévolsdg értékét AL, = £3-L2 konstans értékkel vél-

toztatjuk az iterdcidés megoldas sordn, mignem az optimalis Lcl’pt kivalasztasa két

egymast koveto ng) és Lg”l) kozott linearis approximacioval torténik, a 2. tipusiu
iteraciéval.

Ennél a feladatndl feltételezziik, hogy a bélyeg w relativ szdgsebességgel forog. Cé-
lunk az, hogy a bélyeg érintkezési tartomanyba esé részét gy alakitsuk ki, hogy
a surlédés kovetkeztében fellépd surlddasi teljesitmény-veszteség minimalis legyen.
Ezért a vezérlo fliggvény paramétereit a kdvetkezd moédon allitjuk be: Ly = Lo =0
és az Ly — L3 kiilonbség eloirt értékli a sima fesziiltségeloszlas érdekében.

Az érintkez6 hengerek kozotti relativ sebesség v, = rw, a sirlédasi tényezd u, illetve
az érintkezési nyomas p,, melybol 7, = up,, érintkezési csisztatd fesziiltség keletke-
zik. A testek egymadson valé elcstiszasabdl szarmazé surlédasi teljesitmény-veszteség
ekkor a kovetkezo képlet szerint szamithato:

1
Tk

D= /Tn v dS = 27mw/r2 Ppdr = Mrw , (5.31)
Se Tb
ahol M7 a testek kozott atvihetd nyomaték. A surlédési teljesitmény-veszteség annél

kisebb lesz, minél kozelebb keriil a megoszld érintkezési nyomas ereddje az 7y belso
sugarhoz, igy az optimalizdlas a kovetkezo forméban irhaté fel:

DPn = Pn (37 L4) >0,d= d(pm Ah) =0,
min{ — | x = V (87 Ly, Lo r'cingtett, Ls (L4) y L4>pmax — Dn (Sa L4) =0 ’

Ly Hw i /
minAh =0 @ € Q., F = F (L4, pmaxrogzitett) =0
(5.32)
ahol az L4, a Ah és a p, ismeretlen paraméterek, mig pmax az el6irt maximalis érték.

Ennél az optimalizaciénal tekintettel vagyunk az anyagra megengedett oy maxi-
malis redukalt fesziiltségre is, mikozben keressiik L4 minimumadt, annak érdekében
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hogy a P8-ban felirt optimalizacionak megfeleléen minimalisra csokkentsiik a sirlé-
déasbdl szarmazo teljesitmény-veszteséget. Hasonléan a P7 megoldasi médszeréhez,
itt is két egymasba dgyazott iteraciéval tudjuk az optimalis megoldast megkeresni.
Matematikailag a kovetkezd feladatot kell vizsgalnunk:

Pn = Pn (37 Pmax <L4)) >0,d= d(pm Ah) =0,
Hiin X=X (S, pn, Lg) =0, min AL =0 x € Q. . (5.33)
S e F =F (pmax (L4)) =0; 0¢g <oy x €V

A feladat megoldasdhoz — a 2. tipusiu—iteraciés séma hasznalatakor — a kovetkezo
paraméter bedllitasokat hasznaltuk

1.1
f=Li  fo=ri-ri=1L, Afz—(r’“mrb)-

— Tisztdn kinematikai eléirdsok

A vegyes peremfeltételek mellett megfogalmazott feladatokat konnyen at tudjuk fo-
galmazni azokra az esetekre, amikor a fiiggbleges p terhelés helyett a bélyeg felsé
peremének wy eltolédasa van megadva. Ekkor a P7 és P9 helyett az alabbi optima-
lizalasi feladatok irhatok fel.

P10: Az atviheté nyomaték maximalizalasahoz:

b= pn(37pmax(L1)) >0,d= d(pnv Ah) =0,

max T minAh =0, X =X(8 pn, L1) =0 x € Q. . (5.34)
1
1 w:—w()ZBESi;O'eqSO'U

P11: A surlédasi teljesitmény-veszteség minimalizalasahoz:

b= pn(sapmax(L4)) >0, d= d(pnv Ah) =0,

min { — | min Ah =0, x = x(8, pn, L4) =0 & € Q. . (5.35)
Ly Hw 1
w=—wy x€S,; 0cqg < 0y

Az el6z6ekben felallitott optimalizacés feladatokat numerikus tdton p-verzids végeselem
modszer segitségével oldjuk meg. Erre néhany példa kapcsan a 5.4.1. részben lathatunk
eredményeket.

5.3.2. Gorgo alakoptimalizalasa

Gorgdszert gépelemeket — mint példaul henger-, vagy kipgorgoket a csapagyakban —
szamtalan gépszerkezetben hasznalnak. A gordiild elemek élettartamat nagy mértékben
noveli, ha a benniik ébred¢ fesziiltségértékeket minél alacsonyabb, kis valtozdst mutatd ér-
téken tudjuk tartani, a teljes gordiilé elem mentén. Elkeriilve igy, az egyébként szinguldris
helyet jelentd, hengervégeken adédé rendkiviil magas fesziiltségeket.

Szamtalan publikicié foglalkozott mar a gordiilo testek végein sziikséges lekerekitések-
kel [45, 58, 21, 11]. Azonban az itt felsorolt cikkek mindegyike elére rogzitett lekerekitési
sugarral dolgozik, és eredményként azt adjak, hogy a kialakulo fesziiltségallapot — mely az
érintkezési nyomdsbol szarmazik — nem sima. A [41] cikk megvizsgélta a gordiild testek op-
timalizéldsét, lényegében az (5.1)-(5.9) osszefiiggések alapjin, azonban a vezérld fiiggvény
fo, f3 paramétereit nem hasznalta fel, hanem egységnyinek feltételezte.

A gorgbszerii elem merevtestszeri elmozduldssal és elforduldssal is rendelkezik, illetve
feltételezziik azt is, hogy tiszta, sirléddsmentes érintkezésrél van szo. Az érintkezésben
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résztvevo felso test tehat egy henger, mely a fels6 test paldstjan megoszlé terheléssel ren-
delkezik. Ebbdl szarmaztathaté az ered6 Fy-val jelolt — az 5.3. dbréan vazolt — erd, amely
a henger palastjan hat. Ezen er6bol egy redukalt vektorkettost szamithatunk a koordina-
tarendszer kezdOpontjaban Fy-val, illetve My-val jelolve.

a.) b.)

5.3. dbra: a.) Hengerszer(i test és rugalmas féltér érintkezése geometria és terhelés, b.) Feltéte-
lezett érintkezési tartomany jellemz6i

Az 5.3. dbra hengeres, linedrisan rugalmas test és féltér érintkezésének geometriai és
er6tani jellemzoit szemlélteti, valamint leolvashatjuk a diszkretizalasnal hasznalt paramé-
terek értelmezését is. A rugalmas féltér z = 0 feliiletén taldlhaté a kiindulaskor feltételezett
téglalap alaku érintkezési tartomany — mérete, ahogy az 5.3. abran lathatd, Se X Ses —,
mely tovabbi D, x Dy teriileti téglalapokra van bontva.

A hengerre vonatkozé H hatdsmatrix felépitéséhez ezen kis téglalapokra miikodtetiink
egységnyi nagysagi normal, vagy x iranyu érint6 irdnyu terhelést, és a 3.3 részben elmon-
dottakat hasznaljuk fel. A henger végein add6dé nyirdfesziiltségek kikiiszobolése érdekében
a mar korabban bemutatott tiikkrozési technikat hasznéljuk fel.

Két kiillonboz6 irdnyban vizsgaltuk meg ezen tipusu érintkezési optimalizalasi felada-
tokat [42]:

1. A gorgé alakoptimalizalasat oly médon hajtjuk végre, hogy a hengerre miik6dé meg-
0szl6 terhelés nem szimmetrikus, azaz az Fy ered6 er6 nem esik a gorgo kozepére

Yy < 2% (5.36)

Azonban feltételezziik a surlédasmentes allapotot, p = po = 0.

Ez azt jelenti, hogy az optimalizalt alakot ugy kell 1étrehozni, hogy az ekkor kialakuld
érintkezési nyomaés teljesitse a kovetkezd egyenletet:

Yo/pndSz /ypndS-
Q

QP P

Képezve ezen két oldal kiilonbségét azt kapjuk, hogy az

M. = Yo / padS / Y pudS (5.37)

Q, Qp
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nyomaték minimalizalasaval érhetjiik el a kitiizott célt. Két lehetséges algoritmust
vizsgaltunk:

e Elészor az (5.9) vezérl6 fiiggvényben szerepl6 paraméterek értékét fo = f3 = 1-
re valasztjuk, és az igy kialakuld érintkezési tartomany nem ér végig a henger
teljes palastjan.

e Misodszor az a célunk, hogy a gordiilé elem teljes hossza mentén biztositsuk
az érintkezést, ehhez azonban f = 1 és f3 < 1 paraméterbedllitas sziikséges.

2. A gordiilés pontos vizsgédlata érdekében a nyiréfesziiltségeket is tekintetbe vessziik
az optimalizélas elvégzésekor, vagyis u # 0, illetve pg # 0. Azonban ekkor mar azzal
a feltételezéssel éliink, hogy a gordiilé henger szimmetrikus terhelésii, azaz az eredd
Fp er6 pontosan a henger palastjanak kézepére esik.

Az optimalizalt érintkezési nyomaést az (5.6) vezérld figgvény L; (i = 1,2, 3, 4)
paraméterértékekkel allitjuk eld. A gordiiléses érintkezési feladat megoldasakor a
KALKER &ltal — FORTRAN nyelven — elkészitett programot fejlesztettiik tovabb, fel-
hasznalva a KOMBI eljarast, mely az Fj el6irt terhelést és elmozdulast szolgaltatja
x irdnyban. A programmal kapcsolatos elméleti hatteret a [31, 32] munkék tartal-
mazzak.

A gorgd alaku testek alakoptimalizdlasdra az 5.4.2. és 5.4.3 részekben mutatunk be
numerikus szamitasi eredményeket.

5.4. Numerikusan kiszamitott optimalizaciés feladatok

5.4.1. Bélyegfeladatok
P4-ben definialt optimalizacio

Az el6zéekben megadott geometriai és anyagjellemzdékkel tekintsiink elészor a P4-
ben felirt optimalizdciéra egy numerikus szampélddt. Az l-es jelil test fels§ peremén
wo = 0.1mm a —z irdnyban el6irt elmozduldsmez6. Az (5.6)-ban felirt vezérl fiiggvény
paramétereit a kovetkezo értékekre valasztottuk:

Li =0mm, Lo=4mm, L3 =9mm, Ly =100mm.

Az alakoptimalizalast tehat ugy hajtuk végre, hogy figyelembe kell venniink az (5.10)
egyenletet, melyhez a 2. tipusi—iteraciot alkalmazzuk. Ehhez rogzitjiikk az (5.11)-ben
szereplé paramétert Af = 5000 N értékre.

Az optimalizdciés 1épéseket a mésodik megolddstdl szamitjuk. Az (5.10) pétlélagos
feltétel az els6 optimalizacios lépésben — a megoldasok sorszamat tekintve a masodik meg-
oldéskor (lasd az 5.4. dbrat) —, teljesiil, azonban istep = 4-nél mar a program altal szamitott
0eq redukdlt fesziiltség maximuma meghaladja az anyagra megengedett oy = 250 M Pa
értéket. fgy a 2. tipusu—iteracids eljaras szerint hatarozzuk meg az optimalis eredményt.
Az 5.4. 4bra szemlélteti a bal fels¢ sarokban az érintkezd testeknél felvett végeselemes
halét. A numerikus szamitdsi tapasztalatok azt mutattak, hogy a sima, oszcilldciémen-
tes fesziiltségeloszlasok meghatarozasa csak az érintkezési tartomany hataran felvett, kis
méretii elemekkel lehetséges.

A 5.4. &4bran lathatjuk még az F), érintkezési eredd erd valtozdsat, a maxoe, érté-
két, valamint az Mr/u optimalizdlt mennyiségbél szérmaztatott mérészémot a kiilonb6z6
iterdciés 1épésekhez tartozéan. Az optimaélis megoldast a 4. optimalizacids lépésben sza-
mitotta ki a program. Az 5.4. abran jelzett elsé oszlopok az eredeti érintkezési feladat
kezdeti hézag nélkiili megolddsdhoz tartoznak, tehat ekkor még nincs optimalizalés.
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5.4. abra: A testek végeselemes felosztasa és kiilonboz6 szamitott jellemzok a P4-es optimaliza-

ciora
Felosztas 7°5, istep=1(-),istep=2(- -),istep=3(+), istep=4(0)
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5.5. dbra: A testek kozotti kezdeti tavolsag a P4-es optimalizdciéra
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Az 5.5. abra a fels6 testre vonatkozé alakokat mutatja be, az egymast kdveto iteracids
lépésekben (istep = istep). Ezek az alakok a maximalizalni kivant F), erd kiilonboz6 ér-
tékeihez tartoznak Fj, = 5000 N, 10000 NV, 15000 N és a 10761.1 N (optimaélis megoldas).
Az abrabdl leolvashaté optimdlis alak — melyet ,,0” jelez — elérése érdekében az eredeti
bélyeg méretét a vazolt médon kell megnovelni, hogy az érintkezési nyomasmegoszlas a
vezérlo fiiggvény szerint alakuljon, figyelembe véve az anyagra megengedett oy redukalt
fesziiltségi korldtot.

A megoldashoz tartozé o, = ot, 0. = 0, és 0¢q = 0eq fesziiltségeloszlasokat az r = r
és z = z koordinatdk fiiggvényében szemlélteti az 5.6. abra. Az érintkezési tartomany
hataran felvett kis elemek miatt a fesziiltségmezdk eloszaldsdban nem tapasztalunk oszcil-
laciot.

L1=0 mm, L2=4 mm, L3=96 mm, L4=100 mm Terheles Wm0 mm, FnA0761 1IN
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5.6. dbra: A fels6 testre meghatéarozott fesziiltségeloszlasok a P4-es optimalizaciéra

P7-ben definiidlt optimalizacié

A kovetkezd optimalizacios feladat, melyet numerikusan megvizsgalunk, a P7-ben de-
finiadlt alakoptimalizdlas. Itt is az el6re rogzitett geometriai és anyagjellemzoket hasznaljuk
fel, a vezérlo fliggvény paramétereit pedig a P4-nél felirt értékekkel vessziik szamitasba.

Célunk itt az dtviheté My nyomaték maximalizaldsa, melyhez az (5.11)-ben szerepld
Af értéke a vezérl6 fiiggvény L1 paraméterét véaltoztatja a kivan mértékben. Teh&t
Ls— Lo
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Az 1-es jelii test felsé peremén az elirt feliileti terhelés p = 100 M Pa. Az optimalizédlasi
feladat megoldasa utan a kovetkezd eredményeket kaptuk:

M
LY =1942mm,  Ly=L%® 44, =L =2377.68-10° Nmm.

I

Az 5.7. dbra a testek optimalizacid el6tti végeselemes felosztasat és a megoldasi folya-
mat soran szamitott mennyiségeket illusztralja grafikus forméban. A jobb fels6 részabran
a 0qq redukdlt fesziiltség maximum értékét latjuk, mig a bal alsé részben a vezérlé L,
tavolsag valtoztatasat kovethetjiik nyomon. A jobb alsé oszlopdiagramm az optimalizalt

% nyomatékbdl szarmaztatott mérdszamot jeleniti meg.
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5.7. dbra: Végeselemes felosztas és kiilonb6z6 szamitott jellemzok a P7-es optimalizaciora
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mesh 7°5, istep=1(-),istep=2(- -),istep=3(+), istep=4(:),istep=5(0)
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5.8. dbra: A testek kozotti kezdeti tavolsag véltozasa a PT-es optimalizaciéra

A megoldéast a program a 2. tipusi—iteracié 1. 1épésében megtalalta. Az 5.7. dbran
jelzett elsé lépésben az érintkezési feladat optimalizalds nélkiili megoldasa torténik, majd
a kovetkezO istep = 1 1épésben az eredeti L1 = 0 értékkel keressiik az optimaélis alakot és
ezt kovetéen az 1. tipusi—iterdciéval dolgozunk, amig az (5.10)-beli korlat igaz. Mivel az
5. 1épésében a redukalt fesziiltség maximuma nagyobb, mint a oy anyagra megengedett
legnagyobb fesziiltség, igy itt indul a 2. tipusi iterdcid, mely egy 1épés alatt eloallitja —
az (5.10) feltételt is kielégité — optimélis alakot. Az érintkezési feladat ebben az esetben
Osszeségében 6-szor keriilt megoldésra.

Az alakoptimalizalas soran a testek kozotti kezdeti tavolsagot, mely valdjdban a felsd
test alakjat jelenti a gyakorlatban, folyamatosan véltoztatjuk. Ezt az alakmddositdst
szemlélteti az 5.8. abra. Az optimalis megoldést az dbran jelzett istep = 5 1épéshez tartozé
kis kérok mutatjak.

Az isep = 5-0dik 1épésben a feladat megoldasdhoz tartozé o, = oy, 0, = 0,, Ty, =
Tty = UPp = —U0, €S 0oq = Oeq fesziiltségeloszlasokat is kiszdmitottuk, melyet az 5.9. dbra
szemléltet az r = r és z = z hengerkoordinatdk fliggvényében. Lathatd, hogy a kapott
fesziiltségképek oszcillacidmentesek, melyek az érintkezés-elvalasi hatar kozelében felvett
kis méretii elemekkel kaphatok csak meg.
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L1=19.42 mm, L2=23.42 mm, L3=96 mm, L4=100 mm Terhelés p~=100 MPa, u=0.25
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5.9. dbra: A fels6 testre meghatarozott fesziiltségeloszlasok a PT-es optimalizaciéra

5.1. tablazat: Kiilonb6z6 terhelések esetén szamitott megoldasok a P7 feladatra

p [MPa] | Ly [mm)] % <1078 [Nmm] | pmax [M Pa] | max o, [M Pa]
40 48.932 169.646 62.968 249.98
60 33.454 238.869 77.468 252.69
80 24.569 307.771 95.210 248.12
100 19.418 377.677 114.480 249.35

A P7-ben feldllitott optimalizaciét tovabbi p terhelési esetekre vonatkozdan is kisza-
mitottuk, ahogy az 5.1. tabldzat mutatja. Osszességében megallapithatjuk, hogy bar a
terhelés nagysagat linearis modon noveltiik, a kiillonb6z6 terhelésekhez tartozé Mr nyo-
maték értékek nem linedris médon véltoztak.

P9-ben definialt optimalizacié

A Dbélyegfeladatok koziil végiil tekintsiik a P9-ben definialt optimalizdlast, amikor a
surlodasbdl szarmazoé D teljesitmény-veszteséget minimalizaljuk. Ez azt jelenti, hogy a
vezérld fiiggvény L, paraméterértékét kell minimalizalni a kivant feltételek betartasaval.

Jelen esetben is a kordbbiakban felirt geometriai és anyagjellemzdket hasznéljuk fel.

Az 1-es test fels6 peremén p = 100 M Pa terhelést alkalmazunk, az iterdciondl pedig a
kovetkez6 paramétereket allitjuk be:

=1Ly, fozr,i—rgzl()Omm, Af:—uzl()mm.
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Az optimalizalasi folyamat végrehajtasa a P7-nél elmondottakhoz hasonléan torté-
nik. Az 5.10. dbra az alkalmazott végeselemes felosztast és a megoldasi folyamat soran
kiszamitott jellemzoket mutatja be.
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5.10. abra: Végeselemes felosztas és kiillonb6z6 szamitott jellemzok a P9-es optimalizaciora

Az optimalizaci6 soran az L4 vezérlé paraméter minimalizdlasat végezziik el. Az 5.10.
abra bal alsé oszlopdiagrammja mutatja, hogy az érintkezési feladat megolddsa utan az
L4 paramétert beallitjuk a legnagyobb értékre és azt az 1. tipusi—iterdacidéval valtoztatjuk
az optimalizdci6é sordn. Az iseep = 2. 1épésben — mely valdjaban az érintkezési feladat 3.
megoldasat jelenti, ahogy ezt az 5.10. dbra jelzi —, az (5.10) feltétel nem teljesiil, igy ekkor
indul a 2. tipusi—iteracid, mely két 1épésben megadja az optimalis eredményt.

A megoldashoz tartozé vezérls paraméterek, és az optimalizdlt mennyiség a kovetkezdk:

D
Ly =93.90mm, Ly =Ly =0mm, Ly=1L4—4, — =1337.09- 10 Nmm..
Wi

Minden iteracios lépésben tjabb alakot hatarozott meg az altalunk irt program, ezeket
az 5.11. &bra jeleniti meg. Ennél a feladatnédl a program a 2. tipusi—iteraciot kétszer
hajtotta végre az alakoptimalizalas érdekében, ahogy ezt az 5.11. abra bemutatja.

Az 5.12. abra az optimalis alakkal kiszamitott elmozduldasmezobél szarmaztatott o, =
Or, Oy = Oz, Tpz = Tz = [UPn = — 0, €8 T¢q = Oeq fesziiltség eloszlasokat mutatja az r =r
és z = z koordinaték fiiggvényében.

A fesziiltségértékek ilyen sima, oszcillaciomentes meghatdrozdsiahoz az eredeti végese-
lem halézat — mely nagy méretli p-verzios elemeket hasznal — nem elegendd. Az érintkezési
és réstartomany hataran elemstritést kell felvenni a pontos megoldas kiszamitasanak ér-
dekében. Az elemhalézat mddositasat és siritését a kidolgozott program futasi idében
yadaptiv’ médon végzi.
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mesh 7°5, istep=1(-) istep=2(- -),istep=3(..), istep=4(0)
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5.11. dbra: A testek kozotti kezdeti tdvolsag véltozasa a P9-es optimalizdciéra

5.2. tablazat: Kiilonb6z6 terhelések esetén szamitott megoldasok a P9 feladatra

p [MPa] | Ly [mm] #% -107% [Nmm]  pmax [MPa] maxo., [MPad
40 78.15 116.839 63.29 249.18
60 86.81 190.064 79.34 24'7.47
80 91.27 263.595 97.06 247.64
100 93.90 337.091 115.45 250.46

A P9 optimalizaciét végrehajtottuk kiilonb6z6 p terhelések mellett, melyek eredmé-
nyeit az 5.2. tablazat foglalja 6ssze. A linedrisan névekvd terhelés nemlinedris véltozast
okoz az optimalis alakra vonatkozé D terhelési teljesitmény-veszteségben.

Az 5.2. tablazatban nem szerepl6 p = 50 M Pa terhelés mellett is megvizsgédltuk ezen
P9-es optimalizaciot annak érdekében, hogy 6sszehasonlitsuk az iteracids feladatmegoldé-
sokat.
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L1=0 mm, L2=0 mm, L3=89.91 mm, L4=93.91 mm Terhelés p~=100 MPa, u=0.25
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5.12. abra: Fesziiltségmezd valtozasa a P9-es optimalizaciora

A P10 és P11 optimalizacios feladatok numerikus megoldasat wy = —0.11 mm ki-

nematikai terhelés mellett hatdroztuk meg és a hozzdjuk tartozé eredményképeket a C.
fiiggelékben helyeztiik el, lasd a C.1. — C.4. abrakat.

5.4.2. Nem kozépen terhelt gorgo

A vizsgalt feladatnal azt a célt tiiztiik ki, hogy az optimalizalas nélkiili gorgd végén ta-
pasztalhat6 nagy fesziiltségesicsot csokkentsiik az (5.6) vezérlé fiiggvény felhaszndlasaval,
a bélyegfeladatokndl ismertetett modszer segitségével.

A vizsgalt gorgd sugara rg = 60mm, hossza L = 35mm. Az S. = Su X Ses felté-
telezett érintkezési tartoméany 0.6 - 35 mm méretii és 10 x 40db részre van felbontva. A
gorgére miikodo terhelést a kovetkezd adatok jellemzik, 1lasd az 5.3. abran feltiintetett
mennyiségeket;:

Fy=2500N,  My=233000Nmm, Yy=132mm.

Az érintkezd testekre vonatkozé anyagjellemzdk rendre a rugalmassdgi modulus és a
POISSON-szdm
E=21-10°MPa, v=0.3.

Az (5.6) vezérlé fiiggvény paramétereit az
L1:0mm, L2:4mm, L4:L, L3:L4—4

értékekre véalasztottuk meg. Az S, feltételezett érintkezési tartomanyt 10 - 60 téglalapra
bontottuk fel a hatdasmatrixokkal végzett megoldasi folyamat érdekében.
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A optimalizalast kétféle médon végeztiik el. Az elsé esetben a vezérlo fiiggvény fo =
f3 = 1 értéke mellett minimalizéljuk az (5.37) dltal definidlt nyomatékot oly médon, hogy
a kialakulé érintkezési tartomany méretét az L, paraméter valtoztatasaval allitjuk be.

Ebben az esetben a kovetkez6 eredményeket kapjuk, a fenti kiinduldsi adatokat fel-
hasznalva:

M*=—-6.65 Nm, Ly =26.44mm, Pmax = 368.9 M Pa .

A kiszdmitott eredményekrdl grafikus forméban az 5.13. dbra szdmol be. Az dbra bal
alsé részében — a c.) részabran — az optimalizalas nélkiili p,, érintkezési nyomads valtozdsat
latjuk az érintkezési feliileten felvett s és ¢t koordinaték fiiggvényében (1dsd az 5.3. abrat).
Ez esetben a feltételezett téglalap alaku érintkezési tartomény megvaltozott. A b.) és d.)
részabran feltiintett nyomasmegoszlas eléréséhez az a.) részébran bemutatott optimalizalt
kezdeti alakkal kell a gordiiloelemnek rendelkezni.
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5.13. abra: Gorgd alakoptimalizaldsa allandé p, nyomés mellett

A masodik esetben az alakoptimalizalast oly médon hajtjuk végre, hogy a gorgé L
hossza mentén linedrisan véltozé érintkezési nyomdsmegoszlast hozunk létre az (5.6)-ban
hasznalt fo = 1és f3 < 1 paraméterek altal. Ekkor az Ly = L paraméterérték valtoztatasa
nélkiil, csak az f3 csokkentésével kivanjuk az alakoptimalizalast elvégezni oly médon, hogy
az (5.37)-ben felirt M* nyomatékot minimalizaljuk.

A numerikus szamitas a kovetkezd eredményeket szolgaltatta:

M* =4758 Nm,  f3=0.3995,  pmax = 425 M Pa.

Ha figyelembe vessziik az eredetileg kittizott min pyax célt, akkor a kvazi allandé pj,
nyomas mellett kiszamitott eredmények jelentik a két vizsgalt eset koziil a jobb megoldast,
tehat az optimalis alakot.
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Az 5.14. abra az 5.13. dbrdhoz hasonléan mutatja be a kiszamitott optimalis gorgba-
lakot, és az ehhez kapcsolddd p, érintkezési nyomasmegoszlést.
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5.14. abra: Gorgo alakoptimalizaldsa valtozé p, nyomés mellett

5.4.3. Kozépen terhelt gorgd

Ebben a szampéldaban kozépen terhelt gorgd és rugalmas féltér érintkezését tekintjiik
oly médon, hogy figyelembe vessziik a sturlédasbol szarmazé hatdsokat is. A megoldashoz
felhasznaltuk, hogy a gorgé sugara rog = 60 mm, hossza L = 35mm, — tekintve az 5.3.
abra jeloléseit — tovabba a gorgére kozépen miik6do terhelés adatai:

Fy=5000N , My =87500 N, Yo =17.5mm.
A vezérl6 fliiggvény paraméterei
Ly =0mm, Lo=4mm, Ly,=1, Ls=L4—4, fo=fs=1.

A feltételezett érintkezési tartoméany szélessége S.; = 1mm, hossza S.s = 35bmm,
melyet 14 x 25 téglalapra bontunk fel a diszkretizdlasi folyamat sordn. A tapadasi és
a csuszasi surlédési tényezo értéke egyarant u = pg = 0.2. A gorgb kozépvonalanak
elmozdulasa x irdnyban u, = 0.005 mm.

Az 5.15. abra a kozépen terhelt, surlédas mellett elvégzett alakoptimalizalas elétti és

utani p,, érintkezési nyomasmegoszlast szemlélteti. Ezen dbra a.) részlete az optimalizalt
gorgo alakot szemlélteti.
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5.15. abra: Gorgd alakoptimalizaldsa sirlédds mellett
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5.16. 4bra: Erintkezési nyomas és a csusztatd fesziiltség
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5.17. Abra: Csuszasi és tapaddsi tartoméanyok

Az 5.16. dbra a.) és c.) része az alakoptimalizalds utani érintkezési nyomdsmegoszlast
mutatja be kiilonb6z6 nézetekbél. A b.) és a d.) alrésze pedig a csisztatéd fesziiltséget
szemlélteti a feliileten definidlt s és ¢t koordindtdk fiiggvényében (ldsd az 5.3. dbra jel6lé-
seit).

x107 maesh 16°41, istep=1(- -},Istep=5{-)
3 T T T T

T T

Load=5000 N, R=60 mm, L1=0, L2=4, L3=31, L4=35 mm

o 5 10 15 20 25 30 35
R [mm]

5.18. abra: Optimalis alak surlédasos és surlédas nélkiili érintkezéskor

A csiszasi és tapadasi tartoméanyok azonositasat segiti az 5.17. dbra, melyen kiilonb6z6
t koordinatdji helyeken vett metszeteket abrazoltunk a cstsztatéd fesziiltség és a u - p,
figgvényekbdl. Pontok jelzik a cstusztatd fesziiltség szamitott értékeit, mig folyamatos
vonallal abrazoltuk a u - p, eredményeket. A tapaddasi tartomanynal a pontok a folytonos
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fliggvény alatt vannak. A hengergorg6 kozéppontja a gordiilés folyaman ¢ tengely iranyu
mozgast végez.

Az 5.18. abra azt mutatja be, hogy a sirlédas nélkiili szdmitds, melyet a ponto-
zott vonal dbrazol, illetve a surlédas hatasat figyelembe vevd, folyamatos vonallal jelzett
alakoptimalizalas eredményei mennyire hasonléak. Megallapithatjuk, hogy a gyakorlat
szempontjabdl elhanyagolhat6 a surlédas hatésa az ilyen jellegii feladatok vizsgalatakor.



6. fejezet

ERINTKEZES VIZSGALATA HAROMDIMENZIOBAN

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy térbeli érintkezési feladatokat oldjunk meg nu-
merikus dton, az A. fiiggelékben osszefoglalt p-verzids végeselem-mddszer segitségével.
Ezen technika fontos jellemz&je, hogy a szamitasi eljaras kielégité pontossdga a polinomok
p fokszamanak valtoztatasaval érheté el. Ekkor a végeselemek szama valtozatlan, de a p
fokszam novelésével jelentGsen novekszik az egyes elemekhez rendelt ismeretlen paramé-
terek szama, ezaltal novekszik a megoldandé feladat mérete és jelent6s adminisztracids
feladatokat jelent programozastechnikai szempontbdl.

A végeselemektol elvart tulajdonsdg, hogy az elemhatar tetszoleges gorbe vonalra tud-
jon illeszkedni. Ezt a legegyszeriibb médon az elemhez rendelt él- és lapmenti paraméte-
reken keresztiil, az elemen miikodé hierarchikus alakfiiggvények segitségével valdsithatjuk
meg. Az elemhatar approximaciéjat a legkisebb hibanégyzetek elve szerint végezziik el.

A kialakulé érintkezési tartomény alakjara nem tesziink megszoritast — csupan azt
feltételezziik, hogy az érintkezési feliilet egyszeresen Osszefiiggd —, igy a 4. fejezetben
ismertetett zart paraméteres térgorbe interpolaciét haszndljuk a kialakulé kontakthatar
pontos lefrasara. Ez a leirdsi modszer azzal az egyértelmi elonnyel jar, hogy a vizsgalat
targyat képez6 érintkezési és elvalasi hatar sima, folytonos paraméteres térgorbe lesz, mely
konnyen, néhany kontrollpont altal mdédosithaté annak érdekében, hogy a végeselemek
pontosan az elvélasi hatarra illeszkedjenek.

A SzABO és BABUSKA dltal bevezetett osztdlyozds [60] szerint hdrom alapvetd fela-
dattipus kiilonboztetheté meg a végeselem-mddszerben aszerint, hogy az wu., tényleges
megoldas hogyan alakul ki a vizsgdlt tartomanyon:

A. A teljes elemen analitikus megoldédst kapunk, fiiggetleniil az elemfelosztas modjatdl.

B. Véges szamu pontot, vonalat, vagy feliiletet kivéve, az u, tényleges megoldas ana-
litikus. Ebben az esetben a végeselemes felosztas oly médon torténik, hogy a nem
analitikus helyekre elemhatar, csomépont, illetve hatérold él keriiljon.

C. A végeselemes felosztast nem lehet tgy kialakitani, hogy a nem analitikus helyek
elemhatarra essenek.

A felsorolt osztdlyozasbdl kovetkezik, hogy az eredeti nemlinedris érintkezési feladat egyér-
telmiien a C tipusba sorolhatd, mivel az érintkezési és elvalasi tartomédnyok hatara elére
nem ismert, vagyis a szamitas sordn a kezdetben létrehozott végeselemes felosztast folya-
matosan médositani kell annak érdekében, hogy B tipusu feladatot kapjunk, mely nagyobb
pontossaggal oldhaté meg. A B-spline, illetve a NURBS térgorbe leirdsi modszerek ehhez
biztositanak jol hasznalhaté eszkozt.

A klasszikus rugalmassagtanbdl jél ismert moédon lehetdségiink van arra, hogy két,
tetszoleges térbeli gorbe feliilettel hatarolt test érintkezését vizsgaljunk bizonyos specidlis
esetekben [55]. Ekkor a felallitott feladat oly médon keriil definidldsra, hogy az alakvélto-
zés el6tt egy pontban érintkezd testeket olyan erckkel terheljiik meg, melyek hatdsvonala
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a testek érintkezési pontjaihoz tartozd kozos feliileti normalis egyenesében hatnak és a
testeket Osszenyomjék. Az alakvaltozas kovetkeztében a testek kezdeti, pontszerii érintke-
zése atalakul feliileti érintkezéssé. A rugalmas alakvéltozdsok elmélete alapjan a feliiletek
érintkezési pontjaiban a 6 gorbiileti sugaraknak, az érintkezd testek anyagjellemzdinek és
a terheléseknek az ismeretében megéllapithatjuk [63]:

e az érintkezési feliilet alakjat és jellemzd méreteit az alakvaltozds utan,
e a kialakulé p,, érintkezési nyomés nagysagat,
o a testek kozeledését az alakvaltozéas utan.

Fontos tudni azonban, hogy ezen mennyiségek csak bizonyos feltételek megléte esetén
szamithaték ki pontosan, melyek sajnos a gyakorlatban nem minden esetben allnak fenn,
s6t még elhanyagolasokkal sem biztosithatdk.

A HERTZ-féle elmélet alapjan elvégezhet vizsgalatok Osszes kdvetkeztetésének és meg-
allapitasanak alapjat a kovetkezo feltételezések alkotjak:

1. az érintkezé testek anyaga homogén és izotrop,

2. a testekre haté terhelés az érintkezés kovetkeztében csak olyan rugalmas alakvalto-
zasokat hoz létre, amelyek a HOOKE-torvénnyel leirhatok,

3. az érintkezési feliilet kicsi, a kolcsonhatasban résztvevd testek teljes feliiletéhez ké-
pest,

4. a nyomoerdk az érintkezési feliiletre merdlegesek, és az érintkezési feliileten a sirlé-
déasbdl szarmazd hatdsokat elhanyagoljuk.

A gyakorlati életben megtaldlhaté szamtalan érintkezési feladat, melyek tiizetes meg-
vizsgalasakor azt tapasztaljuk, hogy a HERTZ altal megalapozott elmélet nem alkalmaz-
haté egyértelmiien pontos szamitasok elvégzésére. Elegendd csak arra gondolnunk, hogy a
gépelemek nem tekinthetok végtelen kiterjedésticknek, méreteik az esetek tilnyomo részé-
ben véges dimenzidkkal rendelkeznek, melyhez képest a kialakulé érintkezési tartomany
nem feltétleniil elhanyagolhaté méretii.

Jelen fejezetben elGszor olyan tipusi érintkezési feladatokat fogunk megoldani, melyek a
HERTZ-elméletbdl szarmaztatott zart képletekkel dsszevetheté eredményeket adnak. Ilyen
feladat példaul egy merev gomb és egy rugalmas hatoldalii hasib érintkezési feladata.
Célunk itt az, hogy a rugalmassagtani elmélet alapjan varhaté kor alakt érintkezési tar-
tomanyt és érintkezési nyomast meghatarozzuk, kiszamitva a kialakulé elmozdulés- és fe-
sziiltségmez6t. A fejezet tovabbi szdmpéldéi az eljaras altaldnos voltat kivanjak bemutatni,
nem gdomb alakd merev bélyegeken keresztiil, illetve megvizsgaljuk még a nemszimmetrikus
bélyegelrendezés hatasat az érintkezési tartomanyra és a kialakuld fesziiltségmezore.

6.1. Szimmetrikus terhelésu feladatok

A 6.1. abrdn vazolt médon kezdetben egy pontban érintkezik az 1-es jelii merev gémb
és a 2-es jelli rugalmas hasab, majd a terhelés hatasara kialakul6 érintkezési feliilet hatara
kis alakvaltozdsok mellett jo kozelitéssel kor alaki lesz. Ezt gy valdsitjuk meg, hogy a
merev gombot pontosan a rugalmas hasab kézepébe nyomjuk a terhelési esetnek megfeleld
wo elmozdulassal, mig a 2-es test alsé lapjat fiiggéleges irdnyban nem engedjiik elmozdulni,
azaz w = 0. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az als6 test oldallapjai fesziiltségmentesek,
tovabbd a hasdb alsé lapjan teljesiil, hogy a 7,., = 7, = 0 cstusztatdfesziiltségek zérus
értékiiek.
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6.1. dbra: Haromdimenzids érintkezési feladat

Ot terhelési esetet tekintiink, melyeket a 6.1. tablazat foglal Gssze, a jellemzé wy elbirt,
lefelé mutatd — azaz —z iranyd — elmozdulasok felsorolasaval.

A merev gbmb gorbiileti sugara R; = 800 mm, a rugalmas hasab geometriai adatai a
6.1. abrabdl leolvashatok. A HERTZ-féle elmélet szerinti szamitasokhoz sziikséges geomet-
riai jellemz0, hogy az alsé, 2-es jeli test gorbiileti sugara az érintkezési hely kornyezetében
Ry = o0.

6.1. tablazat: Kiilonb6z6 terhelési esetekhez tartozé wyg eldirt elmozduléds

iterh | wo[mm)
1 |4.0-1073
2 [45-1073
3 |5.0-1073
4 |55-1073
5 |6.0-1073

A merev gomb anyagjellemzdit gy tekintjiik, hogy a gombre vonatkozo rugalmassagi
modulus F; = 0o nagysagi, mig a vizsgdlt 2-es testre vonatkozd rugalmassagi modulus
E> =2.1 -10° M Pa, a POISSON-szamot pedig v5 = 0.3 értékre valasztottuk.

6.1.1. Analitikus megoldasok

A kitiizott feladat kozelité megoldasat a HERTZ-féle elmélettel eléallitott zart képletek
— bévebben lasd a B. fiiggelék — segitségével irjuk fel, melyet a 6.2. tdablazat foglal
Ossze, ahol A jelenti az érintkezd testek —z iranyu kozeledését, F' az Gsszeszorito erd, a a
kialakulé érintkezési tartomany sugara és pg pedig a kontakt nyomdas maximuma. Tehat
azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a vart érintkezési tartomany ebben a szimmetrikus
esetben kor, azonban meg kell jegyezziik, hogy az itt vizsgalt feladatban szerepld alsé
test nem tekintheté rugalmas féltérnek a nagymeéretii merev gémbhoz képest, illetve a
kialakulé érintkezési tartomany nem elhanyagolhaté méretii az alsé testhez viszonyitva.
Tehat a HERTZ altal feldllitott Osszefiiggések csak kozelitSleg teljesiilnek.

6.1.2. Numerikus megoldasok

A numerikus megoldast p-verziés végeselem-maodszer altal hatdrozzuk meg, igy ardny-
lag nagymeéretii elemekkel dolgozhatunk, szemben a h-verziénal alkalmazott igen kisméretii
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6.2. tablazat: Kiilonboz6 terhelési esetekhez tartozé HERTZ-féle kozelité megoldasok
iterh | A=wo[mm] F[N] a[mm] po[MPa]

0.0040 2201.67  1.789 328.51

0.0045 2627.12  1.897 348.43

0.0050 3076.92  2.000 367.28

0.0055 3549.81  2.097 385.20

0.0060 4044.72  2.190 402.34

T = W N

elemekkel [66]. A vélasztott végeselemes felosztasokat a 6.2. dbra mutatja be, feliilnézet-
bél.

9 9
1
5 3] 8 6 fi]s [3) 8
y y
D 2
7 7
X T

6.2. dbra: A kijelolt végeselem-felosztasok, egyenes és gorbe oldali elemekkel

A 6.1 részben megfogalmazott peremfeltételek biztositdsa érdekében a 2-es jelii test
alsé lapjan 1évé csomdpontok fiiggdleges, azaz z iranyud, elmozduldsat zérusra irtuk el. A
merevtestszeri elmozdulas és forgas megakadalyozasa érdekében pedig az 1-es jelii elem
els6 csomépontjanak x és y irdnyu elmozdulasat, tovabba a 4-es jelii csomépont y irdnyu
elmozdulasat is megakadalyoztuk.

A 6.2. abra szemlélteti az 1-es elem vonatkozasiban az altalunk hasznalt jel6lési sza-
balyt, mely a p-verziés elemeknél hasznalt élmenti-, oldalmenti és belsé alakfiiggvények
szamozasat is definidlja, ahogy ezt az A. mellékletben bemutatjuk.

A (2.9) 4ltal felirt érintkezési nyoméds értelmezése (o, = o2) alapjan definidlhaté egy
hibaindikator, mely a kapott megoldas pontossagat jelzi:

f(gz +pn)2ds
o= V% -100% . (6.1)

[ p2dS
Se

Egyenes oldali elemek hasznalata

A feladatot el6szor csak az elsé terhelési esetre, iien = 1 — azaz wg = 0.00dmm —
egyenes oldali elemekkel kivanjuk megoldani. A biintetOparaméter értékét ¢ = 100 - Fs-
re valasztottuk. A megoldds pontositdsiara a p kozelité polinomok fokszamét, p = 2-
t6l p = 8-ig tudjuk véltoztatni az altalunk kifejlesztett programban. Természetesen a
p = 8 fokszamhoz tartozé szamitdsok jelentik az adott feladathoz tartozé legpontosabb
megoldasokat (ldsd a 6.3. abrét), de még ebben az esetben is 29 %-os relativ hibét kapunk,
ami az egyenes oldali elemek alkalmazisa miatt ilyen jelentos.
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6.3. abra: Relativ hiba véltozdsa, kiillonb6z6 p fokszam alkalmazésakor

Az elmozdulési és fesziiltségi eredményeket a 6.4. és a 6.5. dbrak szemléltetik. A 6.4.
abran az elmozduldsmez6t 100-szoros nagyitdasban jelenitettiik meg az alsé test vonatkoza-
sdban, mig a 6.5. dbra a —o, fesziiltségmez&t szemlélteti. Az abrakbdl leolvashatd, hogy
mind az elmozdulas-, mind a fesziiltségmezo jelentds oszcillaciét mutat. Ez elsésorban an-
nak a kovetkezménye, hogy a végeselemek nincsenek lokalizdlva az érintkezési és elvalasi
tartoméany hatdrara, igy vannak olyan elemek, melyek egyszerre tartoznak az érintkezési-
és a résteriiletekhez. Ezen az egyenes elemhatarok mozgatasdval sem tudtunk jelentés
mértékben javitani.

[mm]

4.00 - 1073 -.

3.129-107% —
2.092- 1073 =

1.054 - 1073 —

1.678 - 1075 l

6.4. dbra: A z iranyt elmozduldsmezd (wo = 4.0 - 1073 mm, p = 8)
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[MPd]
3425 -l
2569 —
17113 =
85.63 -—

1.608 - 10~* ]

6.5. dbra: A —o., fesziiltségmezd (wo = 4.0 - 1073 mm, p = 8)

Gorbeoldalu elemek hasznalata

A kitlizott feladatot ezutdn olyan gorbe oldald elemekkel oldjuk meg, ahol az elemek
hatarat egy B-spline gorbe definidlja. Az elemhatarok approximécidjat a legkisebb hiba-
négyzetek elve segitségével hatarozzuk meg, az elem megfelel6 oldalélein mikodo alakfiigg-
vényeken keresztiil. A kidolgozott program képes arra, hogy a futasidében meghatdrozott
érintkezési és elvalasi hatargorbéhez ,adaptiv’ mddon illessze az elemhatarokat, ezaltal
érve el a lehetd legpontosabb numerikus megoldéast.

A megoldas sorén a 4. fejezetben ismertetett zart interpoldlé paraméteres térgorbéket
hasznéljuk fel arra, hogy az érintkezési tartoméany hatarat kozelitsiik. Ehhez sziikségiink
van a tartoméany hatardn olyan interpolacids pontokra, melyekrdl tudjuk, hogy a hézag
értéke azon pontokban zérus.

A B-spline gorbék alkalmazasaval elegendd véges szamu — az altalunk fejlesztett pro-
gramban ez 8 db — ellenérzé pontot felhasznalni a tér- vagy sikgoérbék definidlasara és
ezaltal tetszoOleges alaku zart, sima gorbét lehet létrehozni.

A hatargorbén elhelyezked6 interpolédcids pontokat az 1 —6,a2—-7,a3—-8ésa4—9
elemek érintkezési vonaldn tekintjiik, az érintkezés sikjaban (ldsd a 6.2. dbrat). Ellendrzési
pontokként valasztjuk az ezen elemek érintkezési sikjaban fekvo egybeesé csomoépontokat,
és az érintkezési sikban fekvd talalkozo élek felezépontjait. Az érintkezési-elvaldsi hatar-
pontok kereséséhez egy iterdcios eljardst fejlesztettiink ki.

A kérdést ugy tudjuk megvalaszolni, ha az elemhatarokat folyamatosan valtoztatva
vizsgaljuk a kapott megoldas pontossiagat és hibajat. Azt ugyanis tudjuk, hogy a szabad
feliileteken zérus értéki fesziiltségeket kell kapnunk, tehat az érintkezési tartomany hatara
mentén zérus nagysagu érintkezési nyoméast varunk, azaz p, ~ 0 a megoldas kozelito jel-
legébdl adéddan. Ez a gyakorlat szemponjdabdl azt jelenti, hogy a maximalis fesziiltségnek
csak a toredéke elfogadhato érték.

Az alkalmazott iteracié soran a kontakt elemek hatérat elsé lépésben a GAUSS pon-
tokban szamitott hézagértékek alapjén becsiiljitk meg. Pontosabban a (2.7)-ben definiélt
fliggvény el6jelvaltasi helyét keressiik és igy mozgatjuk az elemek hatarat, hogy csak a
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kontakt elemek ellenorz6 pontjaiban kapjunk, a biintetOparaméteres technika miatt, ne-
gativ hézagot. Minden més helyen pozitiv d értéket ériink el. Ha ezt a célt a program
teljesiti, akkor kovetkezik egy finomkeresd eljdards, melynek a célja, hogy a kontaktelem
méretét egészen addig valtoztatjuk, amig a kontaktelem hataran szamithaté, (2.9) altal
definialt p,, érintkezési nyomas maximuma egy elére meghatarozott korlat ala nem csokken.
Erre a kovetkezo formulat vezettiik be:

pTL max

Pn < 00 (6.2)
Ez a korlat gyakorlatilag azt jelenti, hogy azokat, az érintkez6 testeken, kéz6s normélison —
z-vel parhuzamosan — elhelyezked6 pontok alkotta pontparokat, melyek tavolsaga nagyobb,
mint 10~ mm, mér nem tekintjiik érintkez6knek. Tehét ezen pontokat a réstartomanyba
soroljuk és ezzel az elemtopoldgiaval tekintjiik a feladatot megoldottnak. Ekkor a hataron
az kapjuk, hogy

max |p,| = [¢cd”| =100 E - 10~ = 0,21 M Pa.

p n
0 ;
v '
0
=
P
@
% p(q',) r
r n,G
o
rg

6.6. abra: Sugar keresése interpolaciéval

Az iteracié az aldbbi lépések alapjan torténik, lasd a 6.6. &brat. Jeldlje az i-edik

allapotban kialakul6 elemhatér altalunk valasztott irdnyban vett sugarat rz(,i), az itt fellépd

nyomast pedig pq(f")v. A pillanatnyi réstartomanyon a vélasztott irdnyban elhelyezkedd elsé
ellenérz6é pontjanak sugarat rg) és az itt szadmolt ,fiktiv”’ nyomédst pS)G = —cdg jeloli,
melyben dg a G pontbeli hézagot jelenti.

Ekkor a linearis interpolacioval keresett 1j sugar az
. . p , - .
R M G (6.3)

Osszefiiggés szerint szamithatoé.

A 6.7. dbra a haromdimenzids végeselemes program miikodési vazlatat mutatja be, a
végrehajtds szempontjabdl fontos 1épések kiemelésével. A bemeneti adatokat a program
szovegfile-okbdl olvassa be és a szamitasok elvégzése utan az eredményeket olvashaté szo-
veges allomanyokba menti el. Az eredmények grafikus formaban valé megjelenitését ezen
kimeneti file-ok segitségével, tovabbi sajat fejlesztésli segédprogramok felhasznélasaval vé-
geztiik el.

A szamitasi eljardst és az azt kovetd grafikus megjelenitést Fortran 90 nyelven kifej-
lesztett programok végzik. Az eredmények grafikus dbrazoldsahoz az OpenGL fiiggvény-
konyvtéar, valamint a Gnuplot segédprogram is felhaszndlasra keriilt.
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0. Paraméterek inicializalasa
V

1. Preprocessing — input file beolvasdsa, végeselemes halézat generdldsa

1gen egyenes oldali elemek

nem

A korabbi hivas alapjdn el6allitott hatargorbe segitségével
hibanégyzet minimuma elv alapjan

|

2. Elemi merevségi, kontakt merevségi métrixok és terhelési vektorok el6allitasa

3. Egyenletrendszer felépitése, megoldésa

|

4. Erintkezési-elvaldsi hatdr vizsgalata

a.) p, érintkezési nyomds és d hézag értékek meghatdrozdasa a GAUSS—pontokban

)

b.) d el6jelvaltasi helyének meghatdrozdsa 8 kiilonbozé irdnyban, linearizalds alapjan

c¢.) A 8 hatdrpontra interpoldcids spline létrehozdsa

d.) Az érintkezési tartomanyon kiviili integréciés pontokbdl a ¢ biintetéparaméter torlése
5. A kialakult hatdrgorbe mentén (az interpoldcids spline-on) az érintkezési nyoméds kiszdmitdsa
Kilépési feltétel vizsgalat:

igen
—= postprocessing

v

nem — végleges kontakt hatar rogzitése

— elmozduldsmezo szamitasahoz sziikséges paraméterek
— fesziiltségmez6 eléallitasa
— eredmények grafikus megjelenitése

6.7. Abra: A kidolgozott 3D-s program egyszeriisitett végrehajtdsi sémaja

A kiilonbozé terhelési esetekhez tartozo iteraciés megoldasok eredményeit a 6.3. tabla-
zatban foglaltuk 6ssze. Lathato, hogy a 6.2. tdblazatban felirt analitikus eredményekhez
képest mind a kialakulé érintkezési tartomany sugardban, mind a maximalis érintkezési
nyomas nagysagaban eltérést tapasztalunk. Ez a HERTZ-féle elmélet alkalmazasakor tett
elhanyagolasokkal magyarazhaté.
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6.3. tablazat: Kiilonb6z6 terhelési esetekhez tartozé numerikus megoldédsok (p = 8)

iterh | A =wo[mm] almm] —o,[MPa] p,=—c-d” [MPa] isep

0.0040 1.912 349.38 358.24 5

2 0.0045 2.045 372.90 383.78 )

3 0.0050 2.168 395.98 408.12 5

4 0.0055 2.281 418.60 431.64 5

5 0.0060 2.395 440.85 454.35 5
360
324i

Py, érintkezési nyomds [M Pa]
N
[
A

1807
1447
108i
72i
36i
. . - --- HERTZ
0 e e N
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 777 —0z
z koordindta [mm] — —c-d”

6.8. 4bra: Erintkezési nyomds eloszlasa (itern = 1)

A kiszamitott eredmények konnyebb értelmezését és dsszehasonlithatdsagat szolgaljak
a6.8.,a6.9. ésa6.10. dbrdk. A 6.8. és a 6.9. abrdk csak az els6 terhelési esetre vonatkozé
érintkezési nyomds z irdnyu véltozasat (az y = 0 mentén), és az iterdcids lépések sordn
meghatédrozott érintkezési tartomanyt szemléltetik. A tovabbi terhelési esetekre vonatkozé
eredményképeket a C. figgelék: C.5 — C.20. dbrak mutatjdk be. A 6.8. dbrardl leolvas-
hatjuk a HERTZ-féle eredmény és a numerikus szamitds kozotti eltéréseket. Az érintkezési
nyomaésra vonatkozé numerikus szamitasi eredményeket egyrészt az elmozduldsmez6 deri-
valasaval el6allitott —o, érintkezési nyomas, mésrészt a biintetéparaméteres technika altal
szolgaltatott p, = cd™ hézagfiiggvény alapjan hataroztuk meg.
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y koordindta [mm)]

Istep = 2
Istep = 3
lstep = 4
-2.1 -1.4 -0.7 -0.0 0.7 1.4 2.1
x koordindta [mm)] . .
lstep = 9

6.9. dbra: Az érintkezési tartomény véltozdsa (iterh = 1)

A 6.10. dbra a kiilonboz6 terhelési esetekre, numerikusan meghatarozott, érintkezési
tartomany hatérat jelenté B-spline-okat szemlélteti.

A zart B-spline-nal leirt, mozgatédssal eléallitott érintkezési hatarra lokalizalt végesele-
mes szamitassal kapott elmozdulas- és fesziiltségmezot a 6.12. és 6.13. abrak szemléltetik.
Itt az elsd terhelési 1épcsOhoz tartozd eredményeket jelenitettitk meg, a tovabbi terhe-
1ési esetekre vonatkozé elmozduldsmezo- és fesziiltségképek a C. fiiggelékben tekinthetdk
meg. Minden esetben csak a p = 8 — altalunk beprogramozott — legpontosabb szamitasi
lehetGséghez tartozé numerikus eredményeket kozoljiik.

Az alacsonyabb polinomfokszdmokhoz tartozé eredmények pontossig tekintetében el-
maradnak a legjobb p = 8 fokszdmhoz tartozé szamitasoktol. Ennek illusztralasahoz
tekintsiik a 6.11. abrat, melyen a p = 2 és p = 8 kozotti polinomfokszamok hasznélatdval
eléallitott numerikus eredmények (6.1) Osszefiiggés altal definidlt e relativ hibdjat szem-
éltettiik. Jol lathaté a hatésa a végeselemek érintkezési hatarra vald lokalizdlasanak, ha
tekintjiik a 6.3. és a 6.11. abrakat, a relativ hiba kozel 30%-r6l 5% alé csokkent.

A 6.12. és a 6.13. abrakbdl jol lathat6 a megoldds simasaga. Itt az elmozdulasmezében
— melyet 100-szoros nagyitdssal dbrdazoltunk — egyaltaldn nem taldlkozunk oszcillaciéval,
mig a fesziiltségmezdben csak a tartomany hataran van kismértékii hulldmz&as, melyet
legjobban a 6.8. dbra szemléltet. Az érintkezési tartomany hatarara mozgatott végesele-
mekkel ilyen kevés szamu elemmel is lehetséges nagy pontossagu megoldas elballitasa. Az
érintkezési feladatokra vonatkozé kétvaltozos tapasztalataink azt mutatjik, hogy tovabbi
pontositast kisméretii elemek elhelyezésével lehet elérni az érintkezési hataron.
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y koordindta [mm)]

—— wy=6.0-10"mm
— wy=5.5-10"mm

wy =5.0-10"3mm

— wy=4.5-10"3mm
-2.4 -1.6 -0.8 -0.0 0.8 1.6 2.4

x koordindta [mm] L0108
wy=4.0- mm

6.10. abra: Erintkezési tartomény alakja kiilonboz6 terhelésekre (iterh = 1, ..., 5)

e relatfv hiba [%)
o
o

0 T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8

p polinomfokszam

6.11. dbra: Az e relativ hiba védltozdsa (iten = 1)
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6.12. dbra: A z irdnyd elmozduldsmezd (ierh = 1, p = 8)

6.13. dbra: A —o, fesziiltségmezd (i, = 1, p = 8)

4.0-

3.0-

2.0-

1.0-

1.7-

[MPa)

349.37 —l

262.03 —
174.69

87.35

1.706 - 1021
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6.2. Nemszimmetrikus elrendezésu feladat

A kovetkezOkben olyan térbeli érintkezési feladatot vizsgalunk, melynél tovabbra is
gomb alakd a merev bélyeg, de nem a vizsgalt rugalmas test kozepébe nyomddik. A 2-es
test also feliilete valtozatlanul fiiggéleges iranyban rogzitett. Tovabbra is feltételezziik,
hogy kezdetben egy pontban érintkeznek a testek, a terhelés hatasara azonban egy kezdet-
ben nem ismert méretii és alak, de folytonos zart gorbével hatarolt egyszeresen dsszefiiggd
érintkezési feliilet alakul ki.

<_37 _3) (—3, 12)
9
4
1
5 >
6 ’ v
9 8
7
(10, —3) (10, 12)
\/

6.14. dbra: Geometriai adatok és kezdeti végeselem-hélé nemszimmetrikus elrendezésnél

A 6.1. tdblazat szerinti e, = 1 terhelési esetre vizsgaljuk meg a kialakulé érintkezési
tartomany méretét és a 1étrejovo érintkezési nyomas eloszlasat. Mivel a HERTZ-féle elmélet
feltételezései itt sem teljesiilnek, igy a kialakul6 érintkezési tartomanyra csak kozelito
becslést tudunk adni.

A vizsgalt 2-es jell alsé test geometriai adatait és a kiinduldsi végeselemes hélézatot
a 6.14. abra mutatja feliilnézetbdl, a test magassiga az el6zd feladatban felvett 5mm.

Az alsé testre a korabban megadott anyagjellemzoket hasznéljuk, tehat
Fy =2.1-10° M Pa, vy =0.3.

Az érintkezési feladat megoldasara az altalunk irt programot hasznaljuk fel, melyben a
biintet6paraméteres technika alkalmazasidnal valasztott bilintetéparamétert ¢ = 50 - Es-re
rogzitjiik. A nemlinedris feladat megoldasa iteracids algoritmus alapjan torténik oly mo-
don, hogy az istep = 1 1épésben még csak egyenes oldali elemeket hasznalunk az érintkezési
tartomany hatarat leiré paraméteres térgorbe interpoléciés pontjainak meghatarozésa ér-
dekében. Ezt kévetben mar gorbe oldali elemhalézatot general a program ,adaptiv’ mo-
don — a legkisebb hibanégyzetek elve alapjan —, zart interpolalé B-spline gorbe segitségével.

Az iteraciods eljarast addig folytatjuk, mig az érintkezési- és réstartomany hataran ki-
szamitott p, érintkezési nyomdas maximuma a kordbbiakban definialt (6.2) feltételt nem
teljesiti.

A feléllitott feladatot numerikusan tébbféle p fokszamu kozelité polinom hasznalataval
megvizsgaltuk, és a kapott eredmények szerinti legjobb megoldas, az elvardsoknak megfe-
lel6en, a p = 8 fokszdmhoz tartozéan &llt el6. A 6.15. dbra a (6.1) éltal definialt e relativ
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hiba valtozasat mutatja a kiilonb6zé p = 2, ..., 8 fokszamu kozelité polinomokhoz tartozé

megoldasok vonatkozasaban.

36

327

N
e}
1

[\S)
I

[\$)

o

L 1
<

e relaiv hiba [%)
% ‘
<

p polinomfokszam

6.15. dbra: Az e relativ hiba véltozdsa a p polinomfokszém fiiggvényében (iten = 1)

y koordindta [mm]

x koordindta [mm]

6.16. abra: Az érintkezési tartomédny valtozdsa nemszimmetrikus esetre (iten = 1)

— — HERTZ

- 7f'step =2
istep =4

7 istep =6
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370

- - HERTZ
3337

2967 T T
2597
2227
1857
1487

1117

pp érintkezési nyomas [M Pal

747

377

.5 4.8 6.1 7.4 8.7 10.0
x koordindta [mm)]

6.17. abra: Erintkezési nyomds eloszldsa nemszimmetrikus esetre (iten = 1)

Mivel a legkisebb e relativ hibat a p = 8-nél kaptuk, a tovabbiakban a fenti érintkezési
feladat kozelité megoldasanak a p = 8 fokszam alkalmazasaval kapott eredményeket fogjuk
tekinteni. A 6.16. abra megjeleniti a HERTZ-féle Gsszefiiggések dltal szamithaté érintke-
zési tartomanyt — amely kor alaki —, illetve a numerikus ton meghatarozott érintkezési
tartomany hatérdt leir6é zart B-spline gérbét az iterdcios folyamat sordn, az istep = 2, 4, 6
lépésekben. Az dbrabdl lathatd, hogy a 4. és a 6. 1épés kozott valéjaban mar nem val-
tozik a kialakult érintkezési tartomdny. Osszességében azonban azt allapithatjuk meg,
hogy a HERTZ-féle elmélet alapjan szamithaté korhoz képest minden irdnyban jelentos
kiilonbségeket tapasztalunk, mely csak azzal magyarazhatd, hogy a vizsgalt tartomany
és a kialakult érintkezési tartoméany méretei 6sszemérhetok egymaéssal, mivel az alsé test
véges méretil.

Lathato tovdabba, hogy a kontaktelemek hatdranak érintkezési tartomanyhatéarra valéd
pozicionalasaval nagy pontossagi numerikus eredményeket kapunk. A 6.17. dbra a kiilon-
b6z6 médon meghatarozott p, érintkezési nyomas eloszldsat szemlélteti az x koordinata
fiiggvényében (az y = 0 mentén). Az abrabdl kiolvashat6, hogy az aszimetrikus benyo-
modas miatt a HERTZ-t6l szadrmaztatott nyomasképhez viszonyitva eltérést tapasztalunk
ennél a feladatnal.

A nemszimmetrikus elrendezésii feladatra vonatkozé elmozduldsmezét grafikus formé-
ban a 6.18. &abra jeleniti meg. Lathatd, hogy a kialakulé érintkezési tartomany alakjéat
befolyasolja a hasab oldallapjain tapasztalhaté deformacid, ezzel magyarazhaté a kialakult
kontakttartomany jellege.

Az elmozduldsmez6hoz hasonld nézetben szemlélteti a 6.19. &dbra a szarmaztatott
fesziiltségmez6t. Mint az leolvashatd ezen térbeli abrabdl, a kialakult fesziiltség eloszlasa
kismértéki oszcillaciéval terhelt az érintkezési tartomany hataran. Ennek a hullamzasnak
a csokkentésére csak az érintkezési hatar menti elemstiritéssel volna lehetdség.
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4.00-1073 '

3.04-1073 —

-3
2.08 - 10 —M-

1.12-1073 —
1.61-1074 l

6.18. dbra: A z irdnyu elmozduldsmezé nemszimmetrikus elrendezésnél (iien, = 1, p = 8)

[M Pa

335.37 l

251.53 —
167.60 T

83.84

_—

2.520- 1073

6.19. dbra: A —o, fesziiltségmezd nemszimmetrikus elrendezésnél (iye, = 1, p = 8)

A kiilonboz6 terhelési esetekhez tartozéan (1dsd a 6.1. tdblazatot) — hasonléan a szim-
metrikus terhelési esethez —, eléallitottuk az eredményeket, de az ezekhez tartozé ered-
ményképeket a C. fiiggelék: C.21 — C.36. abrai mutatjak. Itt csak egy, a szamitdsok
Osszehasonlitdsat segité abrat kozliink arra vonatkozoéan, hogy az érintkezési tartomany
mérete hogyan valtozik a kiilonb6z6 terhelési esetekhez tartozéan. A 6.20. dbra szemlél-
teti, hogy az itern = 1 terhelési esethez felrajzolt HERZ-féle elmélet alapjan jésolt kor alaki
érintkezési tartomanyhoz képest hogyan alakul a numerikusan meghatarozott eredmény.
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A 6.20. abrabdl kitlnik, hogy a terhelés novelésével az érintkezési tartomany alakja a
korhoz viszonyitva, nem linedris médon, torzul. Az i = 1 terhelési esetre sem kor alaku
érintkezési tartomanyt szamitott ki a program, ahogy ez az abrabdl lathato.

g
£
<
-
Nlav]
=
= ---- HERTZ, itern = 1
Q
> .
> —— lterth = O
I Z.terh =4
iterh =3
— Z.terh =2
Z.terh =1

-2.28 -1.49 -0.70 0.10 0.89 1.68 2.47
x koordinata [mm]

6.20. abra: Erintkezési tartomany véltozasa, nemszimmetrius terhelési esetekre

6.3. Altalanos geometriaju bélyegfeladat

Ebben a részben olyan érintkezési feladatot vizsgalunk meg, amikor a felsé merev bélyeg
feliilete két paraboloid szuperpozicidjaval allithaté el. A bélyeg elhelyezése olyan, hogy
terhelés elott az alsé rugalmas hasab kozepével egy pontban érintkezik. A bélyeg feliiletét
a kovetkezo Osszefiiggéssel definidltuk:

z=apx’+b —y.)? hay<uy.,
{ 0 1 (Y — Ye) y<uy (6.4

Z:a0$2+b2(y_yc)2 ha y > y.,
melyben ag, b1, be és y. paramétereket a kovetkezd értékre rogzitettiik:

ap=6-10""%, Ye = 0mm,,

by =7-1074, by =3-1074.

A 6.21. és 6.22. abrdkon e fiiggvény = és y tengelyek menti merididn metszeteit
lathatjuk, mig a 6.23. dbra a merev bélyeg paraboloid feliiletét térben szemlélteti.

A terhelés a merev bélyegre megadott wy = 5 - 1072 mm fiiggbleges —z-irdny1i elmoz-
duldsmezo.

A létrejové alakvéltozasok kicsik, azonban a kialakulé érintkezési tartomany mérete
nem elhanyagolhaté a rugalmas alsé test méretéhez képest, illetve a kialakul6 érintkezési
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tartomany alakjara sem tudunk elézetes feltételezéseket tenni, mint a korabbi példaknal.
Tehat ezen nem-HERTZ-feladat megoldasdhoz csak numerikus dton fogunk kozeliteni.

l6e-3

l4e-37]

[mm)
[
[\
(0]
o

fary
o
0]
|
w
1

8e-3"]

2 koordinéta

6e-3"]
4e-37]

2e-37]

x koordinéta [mm)]

6.21. abra: A paraboloid feliileti bélyeg = tengely menti merididn metszete

z koordindta [m

y koordindta [mm)]
6.22. abra: A paraboloid feliileti bélyeg y tengely menti merididn metszete

A rugalmas testre vonatkozé anyagjellemzék: FEy; = 2.1 - 10° M Pa a rugalmassigi
modulus és v5 = 0.3 a POISSON-szam. A rugalmas hasab geometriai adatok tekintetében
megegyezik az el6z6 problémanal megadottakkal (ldsd a 6.1. dbrdn). A szamitds sordn a
¢ = 50 - Fy biintetéparaméter értékkel dolgozunk. A numerikus szdmitds pontositdsat a
kozelité polinomok p fokszamanak novelésével érjiik el.

A legpontosabb megoldast jelen esetben is a p = 8 kozelité polinomfokszamhoz tar-
tozdan kaptuk meg. Az iterdcidés megoldds soran kiszamolt érintkezési tartomédnyok alak-
és méretvaltozdsat szemlélteti a 6.24. dbra az istep = 2, ..., D iterdcidkhoz tartozéan. Az
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istep = D lépésben teljesiilt a (6.2) érintkezési nyomasra vonatkozé kilépési feltétel, mely
altal megkaptuk a feladat megoldasat.

6.23. abra: A paraboloid feliileti merev bélyeg alakja

y koordindta [mm]

Ustep = 2
Istep = 3
Totep = 4
-2.59 -1.73 -0.87 -0.00 0.86 1.73 2.59 step
x koordindta [mm]
lstep = O

6.24. dbra: Az érintkezési tartomdny valtozdsa (wg = 5.0 - 1072 mm)
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Az ekkor kiszamitott megolddshoz tartozé x tengely mentén valtozo érintkezési nyo-
mést — az y = 0 mentén — a 6.25. abra mutatja. Az dbra szemlélteti még a HERTZ-féle
Osszefiiggések alapjan kiszamithaté maximalis nyomasértékhez tartozé nyomédseloszlast,
valamint az altalunk {rt program segitségével meghatarozott —o, és —cd™~ alapjan el6-
allitott p, érintkezési nyomast. A kétféle modon elballitott érintkezési nyomds kozott
tapasztalhato eltérés a p polinomfokszam valtoztatasaval jelentés mértékben csokkent.
A 6.26. abra a (6.1) osszefiiggéssel feldllitott e relativ hiba értékeit mutatja kiilonb6z6
polinomfokszamokhoz tartozoan.

370
3337
2967

2597

1857

1487

pn — érintkezési nyomds [M Pal

1117
747

377

y koordindta [mm)]

6.25. abra: Az érintkezési nyomds véltozdsa az x tengely mentén (wo = 5.0 - 1073 mm)
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6.26. abra: Az e relativ hiba valtozdsa (p =2 ... 8)
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3.84-1073

2.67-1073
. |

_—

3.42.10~*

6.27. dbra: A z irdnyt elmozduldsmez6 (wg = 5.0 - 1072 mm, p = 8)

[M Pa]
355.22 -l
266.42
177.61

N |
88.81

_—

8.18-1073

6.28. dbra: A —o, fesziiltségmezd (wo = 5.0 - 1072 mm, p = 8)
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Az eléz6ekben felallitott és megoldott példakhoz hasonléan, itt is eléallitottuk az alséd
testre vonatkozé z tengely irdnyu elmozdulasokat és fesziiltségeket. A kialakult mez6-
ket grafikus formédban a 6.27. és a 6.28. abrak jelenitik meg. Nagyon jol lathato az
elmozdulési-, illetve a bel6le szarmaztatott fesziiltségképekbdl az alakvaltozas jellege és a
kialakult nyomadseloszlas térbeli lefutdsa, melynek a minddssze 4 %-os hibdval valé megol-
dasdhoz csak az elemhatarok pontos érintkezési-elvaldsi hatarra valo illesztésével és p = 8
nagyfok kozelité polinomok alkalmazédsaval jutottunk el.

A 6.27. dbran kirajzolt elmozduldsmezd jelen esetben is 100-szoros nagyitdsban ke-
riilt dbrazolasra a jobb lathatésdg miatt, de az dbran jelzett skdla mutatja a valdsidgos
elmozduldsok nagysagat.

A kiszamitott elmozduldsmez6bél derivalassal eldallitott fesziiltségmezé z tengely ira-
nyu értékében kismértékii hullamzast tapasztalunk az érintkezési tartomany hataran, mely
az alkalmazott elemek kis szdméval magyardzhatd. A sikbeli példdkban tapasztaltak alap-
jan azt mondhatjuk, hogy ez jelentos mértékben csokkenthets azaltal, ha a rés-érintkezési
hataron tovabbi kisméretii elemeket vesziink fel.
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OSSZEFOGLALAS

A linedris rugalmassdgtan keretei kozott vizsgdlt érintkezési feladatok nagypontossdgu
numerikus megoldasara jol hasznalhaté a p-verzids végeselem-modszer. A kontaktfeladat
p-verzios elemekkel torténd diszkretizédlasa rendkiviil elony6s, mivel az eredmények tekinte-
tében gyors konvergenciat mutat, masrészt a magasfoku leképzés pontos geometriat nyujt
az alakoptimalizalas elvégzéséhez.

Azoknadl a feladatokndl, ahol a kialakuld érintkezési tartomény jellemzd mérete a kol-
csonhatasban résztvevo testek méretéhez képest joval kisebb — ilyen az altalunk vizsgalt
gorgo alaku testek érintkezési feladata — a rugalmas féltérre vonatkozé megoldasok jol
alkalmazhatok.

A végeselem-modszer felhasznalasdval két £6 érintkezési feladattipust vizsgaltunk meg:

1. Bélyegszerii (forgastestek) alakoptimalizéldsa kapcsan szamos 14j, optimalizalési fel-
adat keriilt feldllitasra, és megoldasra az anyagra megengedett fesziiltségi korlat fi-
gyelembevételével.

2. A haromdimenzids érintkezési feladatok kapcsan teljesen djszerti hatarpoziciondlasi
technikat vezettiink be annak érdekében, hogy az elemek teljes egészében a kialakult
érintkezési tartomanyon beliil vagy kiviil helyezkedjenek el.

Az altalunk felédllitott alakoptimalizdlasi feladatokat az érintkezésben résztvevd anya-
gokra vonatkozé fesziiltségi mellékfeltétellel lattuk el. Ennek a figyelembevételéhez egy
meglévo iteracios alakoptimalizdsi algoritmust kiegészitettiink, ezaltal egy 1j, linearizaci-
ora épiilg iteracios eljarast dolgoztunk ki, ez a 2. tipusi iteracio.

A tengelyszimmetrikus testek érintkezési feladatanak megoldédsa utan, az altalunk vizs-
galt mennyiségek optimalizdlasa érdekében az érintkezé testek alakjat nyomaésvezérlés se-
gitségével oly mdédon valtoztatjuk, hogy a kitlizott célfiiggvénynek megfeleljen a numerikus
megoldas.

A gorgd alaku testek alakoptimalizaldsat mdédositott nyoméasvezérld fliiggvény segitsé-
gével hajtjuk végre olyan esetekre, amikor a testek terhelése nem szimmetrikus és emiatt
az optimalizalds nélkiili gbrgok terheléshez kozeli végeinél a normal fesziiltségekben nagy
szingularis értékeket tapasztaltunk. Megvizsgaltuk a sirlédas hatésat a gordiilo elemek
optimalis alakjanak meghatarozasakor.

A numerikus szamitasi tapasztalatok jol mutatjak, hogy p-verziéju végeselemek hasz-
nalatakor a magasfoki polinomok felerdsitik a szingularitdsok hatasat, oszcillaciét okoznak
a megoldasban. Erintkezési feladatok esetén ez a fesziiltségmezoben tapasztalhaté hullam-
zas jelentGsen csokkenthetd, ha az S, érintkezési tartoményt teljesen lefedik a végeselemek,
azaz nincs olyan elem, amelynek egy része az (1, tényleges érintkezési tartomanyon beliil
van, mig a masik része az 2y réstartomanyba esik.

Ez mas széval azt jelenti, hogy a kezdeti C tipusi feladatot — mely alatt azt értjiik,
hogy a derivéltbeli szakadas nem esik az elemhatarra, azaz az elemen beliil van — at kell



Ijj tudoményos eredmények Osszefoglaldsa 97

alakitani B tipusu feladatra, amikor is az emlitett szakadds az elemhatarra esik. Ehhez az
S, tartomanyra kifuté elemek alakjat meg kell valtoztatni.

A térbeli érintkezési tartomény hatarat egyetlen, paraméteres térgorbével irjuk le. A
spline technika alkalmazasa nagy hatékonysagu, ujszerti modellezési médszer az érintke-
zés problémajanak kezelésére. Nagy elonye, hogy tetszéleges alaki sima goérbét lehet vele
eléallitani és mindossze néhany vezérlo paraméterrel rendkiviil rugalmas méodon véltoztat-
hato.

Az elemhatdr-mozgatasi technikat mind a tengelyszimmetrikus kétvaltozos alakopti-
malizalasi példakndl, mind a haromvaltozds érintkezésre vonatkozd kontakt feladatoknal
felhasznaljuk. Altalénos, hiaromdimenzids érintkezésre vonatkozé feladatmegoldéas a spline-
ok és az iteracidés pontositd pozicionalas egyiittes alkalmazasival ezidaig az irodalomban
nem ismert.

Szamitégépes program keriilt kidolgozasra mind a kétvaltozds optimalizalds, mind a
hiaromdimenzids érintkezés p-verzios végeselem modszerrel torténd vizsgalatara. A be-
mutatott technikdk iterdcids eljarasokra épiilnek, melyek sordn az érintkezésben szerepet
jatszo elemek mozgatasat az algoritmus ,,adaptiv’ médon finomitja a lehetd legjobb megol-
dés elérése érdekében. A numerikus szamitasok a két-, illetve a haromvaltozés feladatoknal
egyarant igazoltdk, hogy nagypontossagi megoldas p-verzidéju elemek hasznalatdval csak
akkor érhetd el, ha a szdmitdsokat az (2, tényleges érintkezési altartomdnyra lokalizalt —
transzformalt — elemhatédrokkal végezziik el.

7.1. UJ tudomanyos eredmények Gsszefoglalasa

Az értekezés 1j tudomanyos eredményeit az alabbi tézisek foglaljak Gssze:

1. Nyomadsvezérlést felhasznélva 1j érintkezési-optimalizaciés feladatok nyertek megfo-
galmazast a bélyeg tipusi érintkezési feladatok esetén, a redukalt fesziiltségre vonat-
kozé korlattal, melyeket a 7.1. tablazat sorol fel (1), (2), (6), (7).

7.1. tablazat: Optimalizalt mennyiségek

wq | eloirt elmozdulas maximalizadlasa

F, | 6sszeszorit6 er6 maximalizaldsa

My | atviheto csavarényomaték maximalizalasa

D | surlédasi veszteség minimalizdlasa

2. Az 1. tézisben megfogalmazott optimalizacids feladatokra iteraciés mddszer keriilt
kifejlesztésre. A kidolgozott technika tobb egymast kovetd iteraciébol all. Az 1.
tipusu iteracié végzi az alakoptimalizalast — lerdgzitett vezérloparaméterek mellett
— mig a 2. tipust iteracio a bevezetett fesziiltségi korlat kielégitését szolgdlja, mely
alapvetoen a linearizalas elvén miikodik. A nemlinedris optimalizdlasi feladat megol-
désara javasolt iteraciés technika konvergenciajat a kidolgozott végeselemes program
numerikus szdmitdsai igazoljak (1), (7), (12).

3. Gorg6 alaku testek tjszerii alakoptimalizaldsa a rugalmas féltér hatdsmatrixa alapjan
(1), (5):

(a) A gorgé alaku testek nyomdsvezérld fiiggvénnyel torténd alakoptimalizaldsara
4j, médositott vezérld fliggvény keriilt kidolgozasra az fo és f3 paraméterek
bevezetésével, surlédas nélkiili esetben. A nyomasvezérléssel m{ik6dé optimali-
zélast a kidolgozott szdmitogépi program numerikus szimuldciéval mutatja be.
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(b) A gorgé alaku testek alakoptimalizdldsa a nyomads vezérlése mellett, a strlédés
hatasanak figyelembevételével tortént. Ehhez szamitogépes program késziilt, a
KALKER altal kidolgozott FORTRAN nyelvii program felhasznaldsaval.

4. A héromdimenziés érintkezési feladat j numerikus kezelése (3), (4), (9), (10).

(a) Az egyszeresen Osszefiiggh tényleges érintkezési tartoméanyok esetén a kiala-
kulé térbeli érintkezési tartomany hatargorbéje egyetlen paraméteres — B-spline,
vagy NURBS — térgorbével keriilt leirdsra. A véges szamu érintkezési-elvalasi
pontokra illeszkedd zart interpolald gorbe el6allitasa a kontrollpontokat egyér-
telmiien meghatarozé algebrai egyenletrendszer felallitasaval és annak megol-
désaval torténik, ennek elvégzésére szamitdgépes program keriilt kifejlesztésre.

(b) Az Q,, tényleges érintkezési tartomdnyhatérra valé pozicionaldshoz egy 1j tech-
nika keriilt kidolgozasra. Az elemhatédrok elvélasi- és réshatdrra vald illesztésé-
hez egy ,,adaptiv” elven miikodo, hatékony iteracids algoritmus lett 1étrehozva,
mely a linearizalas elvén alapszik. Ezdltal a p-verzids elemek alkalmazasa to-
vabbra is exponencialis konvergenciat eredményez a hibanorma tekintetében.

(¢) A p-verzidju végeselemeket felhasznald, Fortran 90 nyelven megirt szamitégépi
programban, olyan — az irodalombdl nem ismert — algoritmus keriilt kidolgo-
zasra, amely a biintet6paraméteres technikdaval megoldott érintkezési feladat
eredményeinek birtokdban

— linearizalassal, lerogzitett vonalak mentén megkeresi az interpolaciés pon-
tokat,

— elééllitja az interpoléciés spline-t,

— a hibanégyzet minimuma elv révén megkeresi az érintkezési tartomanyt
magaba foglalé végeselemek leképzési paramétereit,

— elballitja az 1j méretli végeselemeket, azaz az 1j elemhalézatnak megfele-
16en felépiti az elemek merevségi matrixat, redukalt terhelési vektorat,

majd a korabbi végeselemes programokban is szerepl6 1épések (algoritmus) ré-
vén megoldja az érintkezési feladatot.

7.2. Tovabbfejlesztési iranyok, lehet6ségek

Els6sorban a haromvaltozoés feladatok tekintetében adunk meg tovabbfejlesztési lehet-
ségeket. Az elvégzett numerikus szimuldcidk sordan utaltunk ré, hogy a fesziiltségmezdben
tapasztalhat6 hullamzas — kétdimenzids tapasztalataink alapjan — annak tudhaté be, hogy
az érintkezés-elvélasi tartomanyhataron nagyméretli elemeket alkalmaztunk.

Egyik tovabbfejlesztési cél, hogy ezen hatar kozelében ,,adaptiv” elemsiiritést hajtsunk
végre a tovabbi pontositas érdekében.

A vizsgélt feladatokban a kialakuld érintkezési tartomanyt tugy tekintettiik, hogy az
egyszeresen Osszefliggé. Elviekben lehetséges azonban olyan geometriai kialakitas is a
kolcsonhatasban résztvevo testeknél, amikor az érintkezési helyek nem irhatdk le egyetlen
folytonos zart gorbével. Ekkor sziikség lehet tobb zart térgérbe bevezetésére az érintkezési
tartomanyok azonositdsa miatt.

Tovabbi lehetdség az is, hogy surlddasos érintkezési feladatoknal, az egyetlen zart érint-
kezési tartomanyon beliil vizsgaljuk a tapadaési és a cstszasi altartomanyok elhelyezkedését.
Ezek azonositasa szintén csak tobb zart, vagy kapcsolédé térgorbével lehetséges.

A rugalmas-képlékeny anyagmodellli feladatok vizsgalata is megkoveteli a képlékeny
alakvaltozasi altartomanyok pontos azonositdsat. A hatarvonalak, feliiletek preciz leira-
sara szintén alkalmasak a paraméteres térgérbék.
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Nyitott kérdés a rugalmas-képlékeny anyagu testekbdl felépitett mechanikai rendszerek
érintkezési feladatdnak poziciondldsi technikdt alkalmazé — p-verzids elemek melletti —
megoldasa el6szor kétdimenzids, majd haromdimenziés feladatoknal. Ez utébbi esetben a
képlékenyen alakvaltozott testrész zart feliilettel hatarolt, melynek leirasara az interpolald
NURBS feliiletek alkalmasak lehetnek.

Természetesen térbeli feladatok kapcséan is felallithatok érintkezési-optimalizdcids fela-
datok, melyek vizsgdlata szintén egy lehetséges tovabbfejlesztési irdanya a jelen disszerta-
ciéban elért eredményeknek.



SUMMARY

The p-extension of the finite element method can be well applicable for solving contact
problems in linear elasticity with high accuracy. The discretization of the contact domain
with these elements is advantageous since it results in fast convergence and the high order
mapping assures accurate geometry for shape optimization.

In the case of problems, where the resulting contact domain is much smaller than the
bodies in contact, the solution can be achieved by using the formulae based on the elastic
half space theory.

In the thesis two different contact tasks are examined with the use of finite element
method.

1. In connection with shape optimization of punch (axially symmetric) problems several
new contact optimization tasks are presented with an additional condition for taking
the ultimate stress of the real material into account.

2. For three dimensional contact problems a new border positioning technique is intro-
duced to ensure that the edges of elements coincide with the border of the contact
domain.

The new contact optimizations have a stress based condition. To take the stress condi-
tion into account during shape optimization a new iterative procedure — named as 2"¢-type
iteration — is introduced which is based on a simple linearization.

To carry out axially symmetric optimizations the shape of the contacting particles are
modified by a control function which controls the contact pressure distribution.

The shape optimization of non-centrally loaded rollers are also investigated. The peak
values in stresses at the ends of the rollers can be minimized by controlling the contact
pressure. The effect of friction is also examined in the case of centrally loaded rolling
elements. However, the conclusion is that the influence of friction is not significant for the
optimal shape.

Numerical experiments show that the use of high order p-extension finite elements
results in oscillation near singular points or edges. In the case of contact problems the
calculations can be achieved more precisely by using finite elements which are aligned
along the border of contact and separation zones. It means that the numerical procedure
ensures that an element is either in full contact, or non-contacting at all, i.e. the initial
C-type problem is transformed into B-type task.

To describe the contact border in three dimensions a spline curve is used. The applica-
tion of spline technique ensures high effectiveness and a new modelling method for solving
problems in contact mechanics. A general solution for three dimensional contact problems
using spline positioning is not known in scientific literature so far.

A computational program is developed for solving shape optimizations in two dimen-
sions and for handling contact problems with p-extension elements in three dimensions.
The proposed algorithms are based on iterational techniques in which the elements are
positioned automatically i.e. adaptively in order to achieve more precise results.
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The numerical experiments, both in two and three dimensions, prove that highly ac-
curate solutions can only be given with p-extension finite elements if the calculations use
only the elements which are transformed to the contact border.

The new scientific results of the dissertation are summarized by the following theses

1. By controlling the contact pressure new contact optimization tasks are defined in
the case of the contact of axially symmetric bodies which allow for considering the
stress constraint of the material. The optimized quantities are llisted in Table 1.

Table 1 Quantities to be optimized

wo | maximization of the prescribed displacement

F, | maximization of the compression force

M | maximization of torque

D | minimization of frictional power lost

2. For the solution of the optimization tasks defined in thesis 1 a new iterational tech-
nique is developed. The introduced method consists of two different sequential itera-
tions. The 1%¢-type iteration performs shape optimization with fixed control parame-

ters;

while the 2"?-type iteration fulfills the condition for the stress constraints, which

operates mainly in a linear way. The convergence of the proposed iterational tech-
nique, which solves a non-linear optimization, is proved by numerical experiments
resulting from finite element calculations.

3. The shape optimization of rolling elements is achieved on the basis of the elastic half
space theory.

(a)

(b)

When friction is not taken into account, by controlling the contact pressure
distribution the shape of a rolling element is optimized by a modified control
function. The optimization process is illustrated by numerical experiments.

The shape of a rolling element is optimized by pressure control in which the
effect of friction is also taken into account. Numerical calculations demonstrate
the results of the proposed algorithm.

4. Handling three dimensional contact problems in a new numerical way.

(a)

The border of the resulting single connected contact domain is limited by a
parametric curve which can be a closed B-spline or NURBS curve. To ensure the
interpolation through the contact separation points, a linear algebraic equation
system is set and must be solved. A computational program is developed to
illustrate interpolation numerically.

To position the contact elements along the resulting contact border, a new
iterational technique is introduced. The edges of the elements are aligned to
the contact separation zone in an adaptive way which ensures accurate conver-
gence in the solution. Henceforward the application of the p-extension finite
elements in three dimensions with elements’ positioning produces exponential
convergence.

Using three dimensional p-extension finite elements a new — previously unknown
in scientific literature — algorithm is developed which is coded in Fortran 90. On
the basis of the solution of the contact problem, which is resolved by a penalty
method, the program operates in the following way:

— the interpolation points are searched along a prescribed direction with li-
near approximation,
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— an interpolation spline is generated,

— the parameters for the approximation of the finite elements are produced
on the basis of least square method,

— the newly formed finite elements and the mesh are generated together with
the element stiffness and load matrices,

then the contact problem is solved on the basis of the steps (algorithm) used in
previous finite elements programs.
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A. fiiggelék

HIERARCHIKUS ALAKFUGGVENYEK TERE

Az utébbi években megnétt az érdeklédés a magasfokiu approximaciét alkalmazé vé-
geselemek irdnt. Ez elsOsorban a moddszer nagy konvergencia sebességével magyarazhato,
masrészt a magasfoki végeselemek megbizhaté — locking mentes, azaz a megoldési fo-
lyamatot nem gatlé — eredményt szolgaltatnak. Ebben a részben a végeselem-modszer
kiillonboz6 diszkretizdlasi eljarasait ismertetjiik roviden, kiilonos tekintettel a magasfoku
végeselemekre. Szemléltetjiik egy-, két- és haromdimenzidban a legelterjedtebben hasznélt
alakfliggvényekre épiilé végeselemek elballitasanak mddszerét.

A.1. A h-, p- és a hp-verzio alapveto jellemzo6i

A végeselem-modszernek harom kiilonbozé tipusardl szokas beszélni, annak alapjan,
hogy milyen médon torténik a megoldas pontositasa. Ezek szerint megkiilonboztetjiik a
h-verzidt, a p-verzidt és a kettd kombindcidjat jelentd hp-verzidt. Ha a megoldés javitasat
ugy érjiik el, hogy a végeselemek szamat noveljitkk — azaz csokkentjitk az elemek méretét
— akkor h-verziés végeselem-mddszerrél van sz6. A p-verzid esetén a halé véltozatlanul
marad, de az elemeken miikod6 alakfiiggvények p fokszamat noveljiik, ami szintén a fel-
adatban szerepld ismeretlenek szdmanak emelését jelenti, amivel Ugyszintén pontosabb
megoldashoz jutunk. T6bb publikéicié bizonyitja, hogy a p-verzids technika hatékony app-
roximaciét nytjt, és gyakran jobb megoldast szolgaltat, mint a h-verzios elemek hasznélata
[6, 44, 60, 62]. A p-verzids végeselemek még a szingularitdsokat tartalmazé feladatok ese-
tén is exponencidlis konvergencidat mutatnak az energianorma tekintetében [61]. Gyakorlati
szempontbdl kielégité pontossag ugy érhetd el, ha a szingularis pontok, vonalak elemha-
tarra keriilnek, valamint ha a szingularitasokat tartalmazd helyek, vonalak kérnyezetében
megfeleld finomitast hajtunk végre a végeselem hélézaton [44].

A végeselem-mddszer alapveto feladata, hogy kozelité wy gy megoldast talaljon pél-
daul egy érintkezési feladat kapcsan felallithaté rugalmassdgtani feladatra. Természete-
sen ez a megoldas a kinematikailag lehetséges elmozdulasmezdk koziil keriil ki, amiket a
végeselem-mddszer nyudjtotta lehetOségek segitségével kozelitiink és ezekbdl valasztjuk ki a
legmegfelelébbet. A feladat tényleges ue, megolddsat nem ismerjiik, de tudjuk azt, hogy
e két mennyiség kozott eltérés van, amit a szamitas hibajanak neveziink:

€ = Uey — UVEM VreV. (Al)

Az uwy g)r megoldas hibajanak becslésére tobbféle lehetdség van, de mivel a végeselem-
modszer az alakvaltozasi energia hibajanak minimalizalasan alapul, ezért ez a leggyakoribb
mennyiség, amivel jellemzik a kozelités pontossagat. Az nagyon hasznos informécio, ha a
végeselemes szamitas elvégzése elott tisztaban vagyunk azzal, hogy a hiba milyen médon
fog csokkenni h-, p-, vagy hp-verzid valasztasa esetén. T6bb publikiciot taldlhatunk a hiba
el6zetes meghatarozdsira vonatkozdan, mind a harom tipust végeselem-modszer kapcsan



HIERARCHIKUS ALAKFUGGVENYEK TERE 109

[4, 5,19, 20], illetve tekinthetjiik az ezekben taldlhat6 hivatkozdsokat is. Az itt bemutatott
konvergencia jelleg SZABO és BABUSKA konyve [60] alapjdn keriil bemutatésra.

A

h-verzio,

egyenletes hald finomitéas

log |le]|x

1

3 = smin(p, \)

/

p-verzio,

durva haléval

\p—verzic’)7
hélé finomitassal

/

hp-verzi
vagy p-verzié
,sima’megoldasoknal

log N

A.1. abra: A h-, p- és hp-verziés VEM konvergencidja szingularitdsokat tartalmazoé, kétdimenzids
linedaris rugalmassagtani feladatokra

Az A.1. &bran logaritmikus skdlan lathaté a szingularitdsokat is tartalmazé kétdi-
menziés rugalmassigtani feladatokra vonatkozd energianormaban vett hiba alakuldsa a
feladatban szerepld ismeretlenszam fiiggvényében. Algebrai megfogalmazasban az egyen-
letes haléra épiilé h-verzids és a durva haléval végzett p-verzids szamitasoknal a kovetkezd
feltételt tudjuk a hiba normajara:

k
lells < 5. (A.2)
ahol k és (8 pozitiv allandok, mig N a feladatban szerepl6 ismeretlenek szama. Logaritmi-
kus forméba atirva az (A.2) egyenl6tlenséget, azt kapjuk, hogy

log ||e||g =~ logk — flog N, (A.3)

melybdl kiolvashatjuk, hogy logaritmikus skalan § a konvergencia egyenes vonaldnak ne-
gativ a meredeksége. Ezért § a konvergencia asszimptdétikus mértéke, mely a kozelito
polinomok fokszamatdl és a megoldds simasigatdl fiigg. Ha a h-verzids szamitdsokat te-
kintjiik, mégpedig egyenletes, vagy kozel egyenletes végeselem-haléval, akkor a konvergen-
cia mértékére azt kapjuk, hogy 8 = %min (p, A), ahol p a kozelité polinomok fokszdma,
A a megoldds simasdgdanak mérdszama. A p-verziés elemek konvergencia mértéke 5 = A
éppen duplaja a h-verzids elemekének abban az esetben, ha a szingularitdast okozé pontok
csomépontokba esnek. Ellenkezd esetben a két médszer hasonld konvergenciat mutat.

A linedris rugalmassagtani feladatok esetében legtobbszor éles sarkok, élek hordozzak
a szingularitast, azonban ezekre a helyekre rendszerint csomépontok keriilnek. fgy azt
varjuk, hogy az egyenletes elemfelosztdssal rendelkez6 p-verzids szamitdsok kétszer olyan
gyorsan konvergalnak a megoldashoz, mint a hasonléan egyenletes felosztasu h-verzids
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elemek. Léteznek azonban olyan h-verzids eljarasok — az ,adaptiv”’ h-verziés modszerek
—, amikor elemekre vonatkozo6 utélagos hibaanalizis segitségével tigy torténik, illetve addig
torténik az elemhélézat médositasa, amig minden elemre kozel azonos hiba nem adodik.
Ekkor a konvergencia mértéke csak a kozelité polinomok fokszamatol fligg, azaz 8 = %p.

Megfigyelhetjiik, hogy a hp-verziés mddszer energianormaban vett hibaja gyorsabb
konvergencidt mutat, mint a tisztdn h- vagy p-verzids szémitdsok; b6vebben lasd az [60]
konyvet. Lathato, hogy a gérbe negativ meredeksége a szabadsagi fokok szamanak emel-
kedésével novekszik. Az optimalis elemméret és fokszam kivalasztasdhoz nincs altalanos
érvényii elv. Azonban megallapithatd, hogy a szinguldris helyek koérnyezetében kis elem-
méret valasztasa kivanatos, tovabba a kozelité polinomok fokszama is az elemmérettel
aranyosan valtozzon, Ugy hogy a legnagyobb elemeken a nagyobb fokszamu fiiggvényeket,
mig a legkisebb elemeken a kis fokszamu kozelitést alkalmazzuk. Az A.1. dbran lathaté
exponencidlis hibacsokkenés a kovetkez6 fiiggvénnyel jellemezheto:

k

P —
lelle = ot

(A.4)
ahol k, v és 0 ismert pozitiv dllandok. Az A.1. abran talalhat6é negyedik gorbe azt mu-
tatja, hogy a tisztan p-verzios elemek alkalmazasa, melyeket egy tobb lépcsében finomitott
végeselem-hal6zatra miikodtetiink, még megfelelden gyors konvergencidt nyujt. A megol-
das hibaja kezdetben — a jol megvalasztott végeselem-halézatnak koszonhetGen — exponen-
cidlis valtozast mutat, azonban az ismeretlenek szadméanak novekedésével a konvergencia
lelassul az (A.2)-ben felirt algebrai mértékre. Itt a szabadsagi fokok szaménak emelkedése
attol kovetkezik be, hogy egységesen minden elemen néveljiik a p fokszamot, azaz nem
elemmérettol fiiggéen. Tehat a p-verzids szamitdasokkal a megfelel6 pontossag kénnyen
elérhetd, ha elézetesen rendelkeziink informéciéval a megvalésuld egzakt megoldasrél, és
igy a végeselem-halozat ennek megfeleléen készitheto el.

A p-verziés végeselem-moddszernél, a magas konvergencia sebesség mellett, tovabbi
elényként szokds emliteni a szadmitds megbizhatésdgat a ,locking” — vagy ledllas — je-
lenségével szemben. Ugyanis szamtalan, a gyakorlat szempontjabol 1ényeges feladatnal
kimutattak, hogy a polinom fokszaménak egy bizonyos mérték folé emelésével a p-verzios
technika ,locking” mentes [9, 60]. Példaul a vékony lemezek REISSNER-MIDLIN elméle-
tében ismeretes ellentmondéas — idegen széval | shear locking” — nem all fenn tovabb, ha
az alakfiiggvényekben szereplé polinomok fokszdmat p > 4-re vélasztjuk [59]. A p-verzids
elemek eloallitasakor elengedhetetlen az alakfiiggvényeket szolgaltatd terek megvizsgaldsa,
melyrél a kovetkezd szakaszokban lesz sz6.

A.2. Egydimenzios feladatok

A.2.1. LEGENDRE-polinomok

A p-verziés szamitasoknal alapvetd szerepet jatszanak az ortogonalis polinomok. A
hierarchikus alakfiiggvények alapjit az ortogonalis LEGENDRE polinomok egy halmaza
jelenti. Miel6tt a LEGENDRE polinomokat megvizsgalnank, tekintsiik &t réviden az orto-
gonalis polinomok f6bb, szimunkra lényeges tulajdonsdgait [15].

A P, (z) és a P, (z) polinomok ortogonalisak a w (x) silyfiiggvény szerint az I = (a, b)
véges vagy végtelen intervallumon, ha a kovetkezo egyenlet teljesiil Vm, n-re

b

/w(ac) P, (z) Py, (z) d:c{

a

#0 ha n=m,

(A.5)
=0 egyébként.
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Egy tovabbi megszoritast jelent, ha a kovetkezd kifejezés is teljesiil

b
/ w () Py (2) Py (x) dz = Oy - (A.6)

a

Ekkor az mondjuk, hogy a P, (x) és a P, (z) polinomok ortonorméltak egymasra. A
KRONECKER szimbdélum definiciéja

1 h =
S = a ne=ms (A7)
0 egyébként.

A {h,, (z)} ortonormalt bazisfiiggvények konnyen eléallithatéak egy {fn ()} tetszéle-
ges linedrisan fliggetlen fliggvényhalmazbdl SCHMIDT algoritmusa alapjan.

1. Az els6 1épés egy {gn (x)} ortogondlis bazisrendszer létrehozasa az {f, (z)} fiiggvé-
nyek egy linedris kombinaciéjaval, melynek médja a kovetkezo:

91 (z) = fi(x)

iy @ a@) )
92 (x) - fQ( ) (91 (x)’ g1 (I‘))gl( ) Lgl( )
iy B@ e @) (@), e @) e
g3(x>_f3( ) (91 (3?),91 (.Z'))gl( ) (92(3;)’92(1.))92( ) J—gl( )7 J—QQ( )

n—1
gn(x>:fn(x>_ZW 1lag: (.ZL'), ceey Lgn—1 (:U)

=1 33)

ahol (-, -) szimbdélum két fiiggvény bels vagy skaldris szorzatét jelenti, azaz

(f (@), g(x) = / f () g (x) dr, (A8)

tovdbba ¢y (z) L g2 (x) azt jelenti, hogy

(91 (), g2 (x)) = 0. (A.9)

2. A masodik lépésben a {g, ()} bazis normalizdldsa torténik, azaz
1

hn () = n (2) - A.10
N TR RAE M .

Ebben az eljardsban feltételeztiik, hogy a silyfiiggvény értéke w (z) = 1 allandé.

Ezen eljarassal eléallitott {g, ()} bazisrendszer ortogonélis tulajdonsdga konnyen ellené-
rizhet egyszerti visszahelyettesitéssel a (g; (), g; (x)) skaldrszorzatba j =1, ..., i—1és
1=2,..., nre.

Az L, (x) LEGENDRE polinomok kielégitik a LEGENDRE differencidlegyenletet

!

[(1—x2)y’}+n(n+1)y=o, re(-1,1), n=012 .... (A.11)
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Az (A.11) egyenlet megoldasait megkaphatjuk egyrészt a RODRIGUEZ formula alapjan

L

Ln (z) = 2nn! dz™

(z* —1)", ze(-1,1), n=0,1,2,..., (A.12)

méasrészt a BONNET-féle rekurziv formula segitségével:

Lp(x)==[2n—1)z Ly () — (n—1)Lp_2 (x)], re(-1,1), n=234,...
(A.13)
A LEGENDRE polinomok ortogondlisak egymaésra — az (A.5) alapjan — az I = (-1, 1)

intervallumon, w (z) = 1 sullyal:

SRS

1

2 h —

]/Lm(x)Lm(x)ch:: P (A.14)
. 0 egyébként .

Az els6 kilenc LEGENDRE polinom a kovetkezd formaban adédik:

Lo(x)zl,
Ly (z) ==,

3 1
L =22
2 () 58 3

5 3
Ls (x):§x3—§x,

35 15 3
L4 (x)—§1'4—z$2 g,

1

Ls (z):%a}t”—%x?’—l—gax

9231 315 105 5
I _23l g 1o 4 100 5 O
e T T R T T

429 693 315 35
I _ %29 7 093 5 slo 5 39
A ey T T T

6435 3003 3465 315 35
L — 8 _ 6 4 2-Y 2 Ity
s(0) =g~ Tt e T T3t g

A.2.2. Hierarchikus alakfiiggvények egydimenzidoban

A SzABO és BABUSKA éltal irt konyvet kévetve [60], ebben a szakaszban bemutatjuk a
hierarchikus fiiggvények implementaldsat, mely barmely polinomfokszamra érvényes. Nyil-
vanvald, hogy tobbféle bazisfiiggvény-rendszer 1étezik, melyek alkalmasak a végeselemen
beliili approximéaciora. Most el6szor tekintsiik a hagyomanyosnak mondhaté, egyszeriien
felépithet6 LAGRANGE polinomok halmazat:

p+1
N = ]I

=1,

§—¢&j
— (A.15)

Azon &; pontokat, ahol teljesiil, hogy

NY (&) = i, (A.16)
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A.1. tablazat: Egydimenzios LAGRANGE-féle alakfiiggvények p =1, 2, 3

o3 ]

csomopontoknak nevezziik. Altaldban a csomopontokat ugy valasztjuk meg, hogy kozottiik
egyenlo tavolsig legyen, azaz

1
5j:—1+2‘77, j=1,...,p+1. (A.17)

Az (A.15) altal definiélt fliggvények minden p fokszdmra més-mas fiiggvényhalmazt adnak.
Példaul

e p =1 esetén

e p =2 esetén

e p = 3 esetén

NP(©) =~ (BE+ 1) (36~ (€~ 1),

9

N3 (§) = 15 €+ DB (E- 1),

NE(©) =~ (€4 1) (BE+ 1) (E-1),

NE(©) = 15 €+ 1) 36+ 1) (BE— 1)

Barmely kivélasztott p polinomfokszamra teljesiil, hogy az adott polinomfokszamhoz tar-
tozo alakfiiggvények Gsszege egy, azaz

p+1

S NP =1. (A.18)
=1
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Nyilvanvalé, hogy minden fiiggvény — mely megadhaté a hagyomanyos bazisfiiggvé-
nyek altal — ugyantgy kozelitheté hierarchikus bazisfiiggvények segitségével is. Az alap-
veto kiillonbség a két bazis kozott az, hogy hierarchikus esetben az Gsszes alacsonyabb
foku fiiggvény szerepel a magasabb fokd bazisfiiggvények halmaziban, ahogy ezt az A.2.
tabldzat is illusztralja. Az egydimenzids hierarchikus alakfiiggvények halmazit SzABO és
BABUSKA [60] konyve alapjan a kovetkezd forméban adjuk meg:

Ni€) =308, (A.19)
Na(§) =5 (1+6), (420
Nz(f):(ﬁzfl(f), i:3,4,...,p+1, (A21)
ahol
, ¢
o)=Y L @y de= (L&)~ Lia(€)], =23 ... (A22)

Vvai—2

melyben L; (§) az el6z6ekben bemutatott LEGENDRE polinomok (A.12) halmaza.

Ny (£), No (&) linedaris alakfiiggvényeket csomdponti alakfiiggvényeknek — idegen széval
nodal modes-nak — nevezziik, mivel a tobbi fiiggvénynek a csomépontbeli értéke zérus,
azaz

Ni(=1)=N;(1)=0, i=34,.... (A.23)

Ezeket az N; (§), 1 = 3, 4, ... figgvényeket belsd vagy buborék alakfiiggvényeknek — idegen
széval internal-, bubble modes-nak — nevezziik. A LEGENDRE polinomok ortogonalitasi
tulajdonsaga abban all, hogy teljesiil a kovetkezd egyenlet

1

/ dé? dé?d& — 5y, 0 j>3. (A.24)
-1
A.2. tablazat: Egydimenzidos LEGENDRE-féle alakfiiggvények p=1, ..., 6

p=1

p=2

p=3

p=4

p=>5

p=6 ‘{
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A hierarchikus alakfiiggvények p = 1, 2, 3, ..., 8 fokszamra a kovetkezd alakiak:
Ni(€)=30-9),
N (€)= 5(1+8),
N3(§)=\{16(§2—1) ,
Ny(§) = \21»05 (&-1),
N5 (€) = f‘ (5¢" 66 +1) ,
N (€) = ?’ff (76" =106 +3)
Ny (&) = ‘22;2 (21€° — 35¢* 4+ 15¢2 — 1),
Ng (€) = ‘22;65 (33¢% — 63¢* + 35¢% —5)
Ny (&) = V30 (429¢® — 9240 + 630¢* — 14062 +5) .

256

Ezek utan mar konnyt a két-, illetve haromdimenzids feladatok alakfiiggvényeit el6alli-
tani, egyszerlien csak az egydimenzids hierarchikus alakfiiggvények szorzatait kell képezni.
A kovetkezdkben a két-, illetve a haromdimenzids alakfiiggvényeket allitjuk el6 a 2D-s
négyszog, illetve a 3D-s hatoldali elemekre.

A.3. Kétdimenzios feladatoknal hasznalt alakfiiggvények

A kétdimenzids p-verzids elemekre vonatkozé alakfiiggvényeket a SZABO és BABUSKA
[60] konyvében bemutatott approximécids fiiggvények alapjan irjuk fel. Az A.2. &brdn
egy hagyomdanyos négyszogelemet abrazoltunk a & — n tartomanyon, ahol & = [—1, 1] és

n= [_17 1}'

4 A 3
@ )

Ul @
/QD 3
| o ]

Y

A.2. dbra: Kétdimenzios négyszog elem: csomoépontok és élek sorszamozdsa

Két kiilonboz6 tipusu approximéciés tér alakfiiggvényeit fogjuk vizsgalni:

- az SEf’p " csonkolt tér, vagy idegen széval truncated space,

- az Sgg P teljes tér, vagy az angolszész elnevezés szerint tensor product space.
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Az S5 teljes tér az osszes € — 1 (¢ = [-1,1] és n = [-1, 1]) tartomanyon felirhaté
polinomot tartalmazza, mely a

g, ahol i=0,1,...,p ill. j=0,1,...,p,

hatvényfiiggvényekbdl felirhatd. A pe és p;, a polinomok fokszama ¢, illetve 1 vonatkozasa-

ban. Mig az Sff’p " csonkolt tér csak azokat a polinomfiiggvényeket tartalmazza, amelyek

a kovetkezo feltételek szerint képezhetoek:

¢y ahol i=0,1,...,p¢ éj=0,1,...,p, dei+j=0,..., max{pe,py},
&n  ha  pe=p;=1,

fpgn ha p6227

&P ha p, >2.

A.3. dbra: PASCAL-hdromszog, pe = p, = 3 esetén az S;o ™" csonkolt és az Sps™”" teljes tér
polinomidlis fiiggvényeinek halmaza

A két tér kozotti kiilonbség konnyen értelmezhetd, ha tekintiink egy PASCAL-haromszo-
get. Az A.3. abran a szaggatott vonallal keretezett teriileten lathatoak az Sf;’?’ figgvényei,
mig a folytonos vonallal jelzett részen — p; = p,, = 3 esetén vett — Sgﬁ’p " halmazba tartozé
polinomfiiggvények keriiltek abrazolasra.

A kétdimenzidoban haszndlt alakfiiggvényeknek harom csoportjat kiillonboztetjiik meg
aszerint, hogy az elem mely részére fejti ki hatasat. Ezek szerint beszéliink: csomdponti,
élmenti és belsd alakfiigguényekrdl. Most tekintsiik ezeket részletesebben egy-egy példaval
bemutatva:

1. Csomoponti alakfiiggvények — angolszasz elnevezéssel nodal modes, szamuk sikbeli
négycsomoponti esetben négy darab. Definicidjuk a kovetkezd altalanos formulaval
frhato fel:

N (€)= 1+ (L bnm),  i=1,...,4 (4.25)

ahol i a csomopont jele. Ezeket a fliggvényeket szokdas alkalmazni a négycsomoéponti
izoparametrikus négyszogelemeknél is, h-verzids szamitds esetén. A (&;, n;) jelenti
az i. csomopont lokalis koordinatajat. Az A.4. dbran az 1. csoméponthoz tartozé
alakfliggvényt abrazoltuk.

2. Elmenti alakfiiggvények — angolszasz elnevezés szerint edge modes. p > 2 esetén
léteznek, szamuk a p polinomfokszamtdl és a felhasznalt tér fliggvényeitél fiige. Ezek
az alakfiiggvények egy kivalasztott éltdl eltekintve minden élre zérus értéket adnak.
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A.4. dbra: A (—1, —1) csoméponthoz tartozé alakfiiggvény N{ , (€, n) = 1(1-61-n)

Azaz hatasuk csak egy élre, és abbdl kiindulva az elem bels6 feliiletére korlatozodik.
Az élmenti alakfiiggvények definidlasa tehat élt6l fiiggben valtozik:

N (& m) = % (1—mn)¢:i (§), (A.26)
N3 (Em) = 5 (1+8)6:(n) (A27)
NE (€ m) = 5 (14 mai(e) (A28)
Nt (& m) = 5 (1= € on () (A.20)

ahol e az él sorszama, ¢ a vélasztott p polinom fokszamtdl fiigg. A ¢; fliiggvény
(A.22) alapjan hatdrozhaté meg. Az A.5. dbrdn az i = 2 esetre vett e; élhez tartozd
alakfiiggvény lathato.

A.5. abra: Az n = —1 élhez tartozo N;}l alakfiiggvény i = 2 esetén

3. Belso alakfiiggvények — angolszész elnevezés szerint internal, vagy bubble modes.
Fzek a fliggvények csak az elem belsejében fejtik ki hatasukat, és zérus értéket adnak
az élekre és a csomépontokra. Definiciéjuk:

Ny = i (€) 65 (n) (A.30)
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900
800 r
700 -
600
500
400
300 -
200 -

100 [

ahol i, j a vélasztott p polinomfokszamtol fiigg. A ¢; fiiggvény (A.22) szerint ha-
tarozhaté meg. Az A.6. dbran az i = j = 2-hoz tartozo alakfiiggvényt dbrazoltuk.

A.6. abra: Az i = j = 2-hoz tartozd bels6 alakfiiggvény

Az A7. a.) dbrén az SIP és az SpF approximécios tér védlasztdsa esetén lathaté a
feladat egyetlen eleméhez tartozd szabadsigfokok szaménak valtozasa a & és i vo-
natkozasaban egységesnek valasztott p = p¢ = p, polinomfokszadm fliggvényében.
Mig az A.7. b.) dbra azt mutatja, hogy ebbdl az ismeretlenszambdl mennyi a belsé
alakfiiggvényekhez tartozo. Nyilvanvald, hogy a bels6 alakfiiggvények szamanak kii-
16nbozésége okozza a szabadsdgfokokban mérhetd kiilonbséget a csonkolt és a teljes
alakfiiggvénytér alkalmazédsa esetén. Azonban a bels§ alakfiiggvényektdl szarmazo
ismeretlenek csak lokalisak, azaz mindig csak egy adott elemre vonatkoznak. Ezért
ennek a tulajdonsdgnak szerepe van az elemhez kotott jellemz6 parhuzamos szami-

tasa soran.

100

‘ csoﬁk_olt: ‘
teljes: ---------

‘ csoﬁkolt: ‘ y
teljes: ———" |

80 =

60 -

Nint/N [%]

40

20t/

0 ’0‘/’”\ L L L L L L L L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
p p

a.) b.)

A.7. dbra: a.) Szabadsdgfokok szdméanak valtozdsa egy kétdimenziés négycsomépontii p-verzids

elem esetén b.) Bels6 alakfiiggvények ardnya szdzalékosan

A.4. Hierarchikus alakfiiggvények hexaéder elemeknél

A leggyakrabban alkalmazott két elemtipus haromdimenziéban a hatoldali — hexaéder

—, vagy a négyoldali — tetraéder — térbeli elem. Most a hatoldali nyolc-csoméponti
térbeli elemekhez tartozé alakfiiggvényeket vizsgaljuk meg az [60] konyv alapjan. Egy
ilyen elemet mutat be az A.8. &bra, melyen karikdzva vannak az élek, illetve keretezve
a lapok sorszamai. A nyolc-csoméponti elemek alkalmazasa két fontos elényt jelent a
végeselem-modszer szempontjabol:
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A.8. abra: Egy hagyoményos hatoldalt térbeli elem

e a hasznalt formalizmus nagyfoku pontossagot nyujt,

e az elemeken torténd integralashoz alkalmazhaté — GAUSS integraciés pontok felhasz-
nélasaval torténd — numerikus integralds konnyen programozhato.

A kétdimenziés hierarchikus alakfiiggvényekbdl kiindulva a hdromdimenziéban hasznalt
alakfiiggvények egyszeriien csoportosithaték. Az alakfiiggvények szdmozasara tobbféle le-
het6ség kinalkozik, melyek kozott azonban alapvetoen csak programozastechnikai kiilénb-
ségek vannak. Itt négy {6 tipust kiilonboztethetiink meg az alapjan, hogy a fiiggvények
csomoéponton, élen, lapon, illetve az elem belsejében fejtenek ki hatdst. Mind a £, mind az
7, mind a ¢ koordinatak a [—1, 1] intervallumban véltozhatnak.

1. Csoméponti alakfiiggvények — idegen szoval nodal modes. Nyolc darab csomdponti
alakfiiggvény van, ugyanazok a fiiggvények, mint amelyeket a h-verzids végeselem-
mébdszernél hasznalnak. Képzésiik a kovetkez6 mdodon torténik:

(I+&&) A +mn)(1+G¢), i=1,...,8, (A.31)

ool

Nli,l,l (fa m, C) =

ahol i jelenti a csoméponti sorszdmot, illetve (§;, n;, ¢;) pedig az i. csomépont koor-
dinétait.

2. Elmenti alakfiiggvények — idegen széval edge modes. Ezek az alakfiiggvények egy
kivalasztott éltol eltekintve minden élre zérus értéket adnak, igy kiilon definiciéjuk
van éltol fiiggden. Példaul ha tekintjiikk az 1. és 2. csomépont kozott hizott e élt,
akkor az erre felirhatd alakfiiggvény a kovetkezd

Niii1(&nQ=-10-n1-¢¢() . (A.32)

AN

Itt i értéke a kivédlasztott polinomfokszamtol fiigg, ¢; pedig (A.22) alapjan szamit-
haté. A tobbi 11 élhez tartozé alakfliggvény analdég modon képezhetd. Az élekhez
felirhat6 fiiggvények szama 12 (p — 1) fiiggetleniil a vélasztott approximaciés tértdl,
mivel p > 2 esetén mindig 1éteznek.

3. Oldalmenti alakfiiggvények — idegen szoval face modes. Definicidjukat az oldallap
szabja meg. Ezek az alakfliggvények csak egy kivalasztott lapra adnak zérustdl
kiillonb6z6 értéket, ennek megfeleléen példdul az 1, 2, 3, 4 csomdpontok dltal meg-
hatarozott fi lapra felirhatéak a kovetkezo tipusu fiiggvények:

(1=¢)¢i (&) p (n), (A.33)

N —

Nz{;‘,l (57 m, C) =
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ahol 7 és j lehetséges értékét egyrészt a polinomfokszam, masrészt a valasztott app-
roximaciés tér definidlja. A fiiggvények szama tehdt més lesz az Sff’p P csonkolt és
az Sps""¢ teljes tér esetén. Az A.3. tablazatban lithatjuk az (A.33) ltal felirhaté
alakfiiggvényekre vonatkozd i és j lehetséges értékeit, melyek valdjdban a &, illetve
az 7 irdnyban vett polinomfokszamot jelentik az f; lapra.

A.3. tablazat: Az f; él vonatkozasdban haszndlt indexértékek
csonkolt tér teljes tér
1=2,...,ps—2 1=2, ..., p¢
J=2,...,pp—2 J=2,...,py
i+j=4,..., max{pe, py}

Bels6 alakfiiggvények — idegen széval internal, bubble modes. Fzek a fiiggvények csak

4500
4000 teljes: - ] teljes: - -
3500 |-
3000 | //”' ) w0l
2500 |- /
2000 |-
1500 | ///””' | 20 |
1000 | :

500 -

az elem belsejében fejtenek ki hatast. Definiciéjuk a kévetkez6

NP (€ m, €)= ¢ (€) b5 () & (C) - (A.34)

Az, j, k indexértékeket — hasonléan az oldalmenti alakfiiggvényeknél irtakkal —, a pe,
a py és a pc polinomfokszamok, tovabbd a valasztott approximdcids tér hatdrozza
meg. Ebbdl adéddéan magas fokszamoknal a térbeli belsé alakfliggvények, illetve
az ebbdl adédd ismeretlenek szama igen nagy. Az A.5. tabldzatban a lehetséges
indexértékeket adtuk meg.

A.5. tablazat: Az elem bels6 alakfiiggvényeinél haszndlt indexértékek

csonkolt tér teljes tér

1=2,...,pc—4 1=2, ..., ¢

Jj=2,...,pp—4 J=2,...,py

k= 2, cees PC— 4 k= 2, <y PC
Z+.7+k:67 "‘7maX{p§7p’V]7pC}

60

csonkolt: — csonkolt: -

50

30 -

Nint/N [%]

| //
0 . . . . . .
6

A.9. dbra: a.) Szabadsdgfokok szdmdnak véltozdsa egy hdromdimenzids 8 csoméponti p-verzids

elem esetén b.) A belsd alakfiiggvények ardnya szdzalékosan

Az A.9. dbran egy haromdimenzids elem esetén mutatjuk be a fokszam valtozasanak

hatasat az ismeretlenek szamara. Az elemre minden irdnyban egységesen p a polinomok
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fokszama. fgy az egy elemre vonatkozo szabadsagfok a kovetkez6 modon szamithatd ki a
csonkolt tér esetén:

NEP =3[ 4126~ D430~ -3 + - - -5)].

illetve a teljes térre:
NP =3[8+12(p - ) +6(p -1 (p-D+@p-De-1@-1)].

Az A9. b.) &bran a bels6 alakfiiggvények &ltal generalt ismeretlenek szdma lathato,
szazalékosan kirajzolva a teljes ismeretlenszdm aranyaban.

Mivel az approximacids tér fiiggvényei nem iranyfiiggetlenek ezért a végeselem-halézat
készitésekor figyelembe kell venni az adott élek, feliiletek irdnyitasat, hogy az elemek il-
lesztésekor ne kovessiink el elemi hibat. Az is megfontolandd, hogy a p-verzids szamitas
magaban hordozza a lehetGséget arra, hogy akar mind a harom &, n és  irdnyban mas-mas
polinomfokszammal rendelkezé fiiggvényeket alkalmazzunk. Ezen utébbi lehetéség mddot
nyit arra, hogy egy-egy feladatnal finomabban tudjuk befolydsolni a feladat méretét a
megoldas megfelel pontossagu eléréséhez.



B. fiiggelék

HERTZ-FELE OSSZEFUGGESEK ERINTKEZO TESTEKRE

Ebben a fiiggelékben az érintkez6 testek HERTZ-féle elmélettel vald kezelését irjuk le
roviden, melynek gondolatmenete a PONORMAJOV &ltal készitett osszefoglalét koveti [55].

Tekintsiik a pontszerli érintkezés megfogalmazasit, mely szerint két sima gorgiilt felii-
lettel hatarolt homogén és izotrép test az alakvaltozasig egy pontban érintkezik. A testeket
olyan erdk nyomjak Ossze, melyek hatasvonala a feliiletek érintkezési pontjaihoz tartozo
kozos feliileti normalis egyenesében hatnak. Ekoézben a testek alakvaltozast szenvednek,
és a kezdeti pontszerti érintkezés atalakul felilleten valé érintkezéssé. A testekre hatd
nyoméberOk nagysdgardl feltételezziik, hogy a testek érintkezésének kornyezetében csak li-
nedrisan rugalmas alakvaltozasokat okoznak. Ha azt allitjuk, hogy a kialakulé érintkezési
tartomany mérete nagyon kicsi az érintkezo testek barmelyikéhez képest, akkor altalanos
esetben az érintkezési és elvalasi hatargorbe egy ellipszis, mely hataresetben kor vagy két
parhuzamos egyenessel hatarolt sav.

Az érintkez6 testek feliiletét teljesen simanak feltételezve, az egyik testrol a masikra
atadddo és az érintkezési tartomédnyon megoszlé nyomderdk erre a feliiletre merélegesek.
A testek érintkezési helyén a rugalmas elmozduldsok és a fesziiltségallapot vizsgalatéahoz
el6zetesen az érintkezési feliilleten megoszld p,, érintkezési nyomas eloszlasat és az édltala
okozott elmozduldsokat kell tekinteni.

El6szor a korfeliileten megoszld és a gombfeliilet ordinataival aranyos nyoméseloszlédst
irjuk fel, lasd a B.1. dbrat. Ehhez vegyiink olyan terhelésmegoszlast az a sugaru korfelii-
leten, melyet ezen feliiletre emelt félgémb ordinatdi jellemeznek, azaz

(B.1)

B.1. dbra: A tehelés megoszldsat félgomb ordinatak jellemzik
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A maximalis pp nyomést kénnyen ki lehet fejezni az F' terhelés segitségével:

F—/pdA—pO/gdA (B.2)
a
Se Se
ahol [£dA = %71’0,3 az a sugaru félgomb altal hatarolt térfogat. Kovetkezésképpen:
3 F
=—-——. B.3
Po=5— (B.3)

Tehat a terhelés gombi eloszlasakor a py maximélis nyomés 1.5-szer nagyobb a koézepes
értéknél.

Egy féltér sik hatarfeliiletén 1év6 pontok z irdnyd w elmozduldsat a hatérfeliileten
mikodo z irdnyd F' erd hatdsédra a
11— V2 F

- = B.4
W=, (B4)

Osszefiiggés adja meg, ahol r az I koncentralt eré tamadaspontjanak a tavolsaga attol
a ponttdl, ahol az elmozdulds w. A feliilleten megoszlé p, feliilleti nyomds hatdsat ugy
vehetjiik, mint azon elemi elmozduldsok 0sszegét, melyek a dA feliiletelemekre miikodo py,
nyomads hatésara keletkeznek, azaz

1_V2 Pn
= —d B.
v mE /T 5 (B.5)
Se

ahol r a w elmozdulast pont tavolsaga a pdS elemi er6tol.

A kovetkezokben vizsgaljuk meg két rugalmas test érintkezését. Ehhez tekintsiik a B.2.
abrat, amely az érintkezés pontjanak kornyezetében szemlélteti az érintkezd testeket. Az
abra azzal a feltételezéssel 6sszhangban mutatja a viszonyokat, hogy sima a két test hatar-
feliilete az érintkezési pontban (folytonosan valtozik a normélis az O pont kérnyezetében).
Valasszuk az O érintkezési pontot a koordinatarendszerek kezdépontjanak.

B.2. abra: Nemszinguldris pontban érintkez6 testek
A vizsgdlt testek hatérfeliileteinek egyenletei
z1 =51 (z, v) és zo =52 (2, y) . (B.6)

alakuiak az érintkezési pont kozelében.
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Az 57 és S, fiiggvényeket sorbafejtjiik az x1y1 és xoys fliggetlen valtozok névekvd hat-
vanyai szerint. Nyilvanvald, hogy azonos a sorbafejtések képzése S1 és So vonatkozasdban.
Igy tehat irhatjuk, hogy

S(xay)250+$%o+y@0 9]

85| 95| 1 ,0%8 925 | ,0%8
— 2 — ... (B.
[CE 0x2lo :Ey@:v@y‘o +y oy? lo + (B.7)

A ¢ index a koordinatarendszer kezdOpontjaban vett helyettesitési értékeket jeloli. Mivel a
feliiletek a koordinatarendszer kezdopontjan atmennek, az Sy = 0 és az zy sik a feliiletek
kozos érintbsikja a koordinatarendszer kezd6épontjaban, ezért érvényes, hogy

oS a8
—| =—1| =0. B.
oxlo Oylo 0 (B.8)

Ennek kovetkeztében a sorbafejtésnek nincs sem allando, sem pedig elséfoku tagja. Figye-
lembe véve, hogy benniinket csak az érintkezési tartomany érdekel, mely az egész feliiletnek
csak kicsiny része, ezért x és y kis értékeire az x és y harmadik és magasabb hatvanyu
tagjait a masodfoku tagokhoz képest el lehet hanyagolni. Tehdt az érintkezo testek feliile-
teinek egyenletei az érintkezési pont kozelében:

925, 928 925,
90 — 22 9 2
S ‘0+ i 8:6183,/1‘0 Va2 ‘0 (B9)

220 = 7‘ + 2z ‘ ‘ .

2 2 922 lo 242 0220y 10 Y2 Y2 lo
Tovabbi egyszertisités érhetd el, ha az x1, y1 és x2, yo tengelyeket alkalmasan vélasztjuk
meg. Példaul ha az x1, y; tengelyeket az érintdsik és a felsd test normal metszetei sikjainak
metszésvonalaba helyezziik, akkor az Si-re vonatkozd vegyes parcidlis derivélt eltiinik.
Hasonléan eljarva alsé testnél felirhatjuk, hogy

028 0?8
6721‘ = k11 ; 721‘ = ki2;

xi lo Oyi 1o (B.10)
028, 028, '

72‘ = R21; 2‘ = R22,
Oxs 1o Jys 10

melyben ki1 és a kio a felsO test, mig a ko és a koo az alsé test f6 normal metszeteinek
gorbiiletei a koordindtarendszer kezdépontjaban. Ezekkel a jelolésekkel

221 = /{1133% -+ klzy% s

(B.11)
229 = k:gla:% + kmy% .
a vizsgalt testek egyenletei az O érintkezési pont kdrnyezetében.
Specialis eset az R; és egy Ro sugard gémb érintkezése. Ekkor
b= ip = — kg = kg = — (B.12)
11 — 12—R1 21—22—R2- .

Az R; sugard gombnek sikkal valé érintkezése esetén Ro végtelenné valik, igy koy = koo =
0.

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban két rugalmas gomb érintkezési feladatat te-
kintjiik (ldsd a B.3. dbrat). Célunk, hogy meghatarozzuk a A kozeledési tavolsdgot, az a
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érintkezési tartomany hatargorbéjének sugarat, valamint a pg maximalis érintkezési nyo-
mast. Jeloljikk w, illetve we-vel a Py, illetve P, pontok z1, illetve z9 irdnyt elmozdulasat.
Ekkor a P, és P, pontok kozeledése a kovetkezd Osszefiiggéssel irhato fel:

A= (21 +wi) + (22 + w2). (B.13)
Ezaltal érintkezni azon pontok fognak, melyekre teljesiil, hogy

z21+ 290 =A— (w1 + ’LUQ) . (B14)

2,

A
SNV
< A
3
Y r
v =
- a -
Y 29 v 29
TF
B.3. abra: Rugalmas gombok érintkezése
A B.3. dbra alapjan ifrhatjuk, hogy
R% — 7‘2 = (Rl — Z1)2 = R% —2R1z1 + Z% . (B.15)
Itt z? masodrendiien kicsiny érték, amit elhanyagolhatunk. fgy jutunk a
2 2
r r

9k, 2T 2Ry’

osszefiiggésekhez. A (B.14) egyenletben szereplé w; és we rugalmas elmozduldsok kiszé-
mitdséhoz a (B.5) kifejezést lehet felhasznalni a

w :k;l/pr”ds és wzzi@/ﬁ?ds (B.17)
Se Se
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alakban, ahol
1—v? 1—v2
ki = L ¢ ko = 2 B.18
! TF, o 2 wEs ( )
mig S, az érintkezési feliilet. Ezt kor hatarolja.
Felhaszndlva a (B.1) 6sszefliggést irhatjuk, hogy

1
w1 + wy = (/ﬁ + k2) %)5; ds. (B.19)
Se

Elvégezve a kijelolt miiveleteket, és azonos atalakitasokat végrehajtva kapjuk a Py és Ps
pontok z1, illetve zo irdnyd elmozdulasaira, hogy

1—v2 1-1v3\ 3F [2@2 — 7“2]
= . B.20
w1 + wa ( B + s 83 ( )
Ezt visszairjuk a (B.14) sszefiiggésbe és bevezetjiik a
1— 2 1— 2
p=-—— 4 - (B.21)

Ey Ey

anyagjellemz6ktol fiiggd allandét. Tekintetbe véve a (B.3) és a (B.16) Osszefiiggéseket,
kifejezhetdk az érintkezési feliilet a sugarara, a pg legnagyobb nyomadsra és a A kozeledésre
a kovetkez6 Osszefiiggések

3 R.R;
3
—°F
“ 4" "Ri+ Ry
3 2
py— YO/ F (Rt Rp\" (B.22)
= 22 \"R.R,
9 Ri1+ Ry
A= 3L (Fk)?
\/16( ) R.Ry

A (B.22) képletek gomb és sik érintkezésekor is fennallnak. Ha példdul a 2-es jeli alsé
test sik, azaz Ry = 00, akkor
Ri+R 1 RiR
i N L T (B.23)
R1R2 Rl Rl + RQ
Az egymassal érintkez6 testek egyikének merev voltat a (B.21)-ben felirt, anyagfiiggd
paraméter segitségével vehetjiik figyelembe. Példaul, ha a fels6 test merev, akkor a (B.21)-

ben szereplo

2

Eq

=0 (B.24)

tag el(ﬁnik, fgy csak a
k 1-— 1/22 ( )
FEs .

képlettel kell szamolnunk.



C. fiiggelék

NUMERIKUS SZAMITASOK EREDMENYEI

C.1. Kétvaltozos optimalizaciok

P10-es feladat

Az 5. fejezetben definidlt P10-es feladathoz tartoz6 numerikus szamitasi eredményeket
mutatjuk be, wg = —0.11 mm-es kinematikai terhelés esetén.

mesh 7*5, istep=1(-),istep=2(— -),istep=3(+),istep=4(...),istep=5(0)

0.12 T T T T T T T
Optimal gap (0), second type iteration i=0
O
01 -© —
O
@)
Ty L o
0.08 i 5 ,
+ .
+ " O
£ LSRR
o 0.06 < T Oo ]
§ |5 %
' %
\ T 5
\ + o
0.04 ' + o
\ +
\ +
\ * %o
\ +
O
0.02
@)
@)
+ PR ©
0 = - ey ‘ -
20 60 70 80 90 100 110 120
r [mm]

C.1. dbra: A testek kozotti tavolsdg véaltozasa a P10-es optimalizaciora
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L1=33.45 mm, L2=37.45 mm, L3=96 mm, L4=100 mm Load w,=-0.11 mmp=0.25

100 100

100

60 80 60 80

60
100 120 z [mm] 100 120 z [mm]
r [mm] r [mm]

C.2. dbra: A fels testre meghatarozott fesziiltségeloszlasok a P10-es optimalizaciéra

P11-es feladat

Ebben a részben az 5. fejezetben definialt P11-es feladathoz tartozé numerikus ered-
ményeket kozoljiik, wyg = —0.11 mme-es kinematikai terhelés esetén.
mesh 7*5, istep=1(-),istep=2(- -),istep=3(+),istep=4(..)

0.12 : ‘ ‘ ‘ ! |
o
Optimal gap (0), second type iteration i=0 _©
“r ¢ |
A
o +
4
© +
0.08 o N y
.08 K
N
i .
+ /
— Jg /
= 0.06- S ; / |
5 o +
[} S ; /
+ !
0 fu ,
o
0.04
o
o
B +
o
0.02| . « .
o
o O © +++
aw :
@O 00° °° : o + +
Q + H
n00P Ty + £ T | |
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

C.3. dbra: A testek kozotti tavolsdg véaltozasa a P11-es optimalizéciora
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L1=0 mm, L2=0 mm, L3=61.09 mm, L4=65.09 mm Load w,=-0.11 mmp=0.25

0525
S >
2 1rsrys

AT

/,// "0;; /2777 /’/"'Q”i'\’
O g ez
C 204 JRGL A
s 2
N—,
100§ 40 100
-60
20
o 60
100 4,0 z [mm] 100 ., z [mm]
r [mm] r {mm]
0
_ Ezoo
£ -100 2
: =100
200 100 © 100
0
20 ‘ 80 20 %
60
" o 60
100 - 2 [mm] 100 .0 z [mm]
r [mm] rtmm]

C.4. dbra: A fels testre meghatarozott fesziiltségeloszlasok a P11-es optimalizaciéra

C.2. Szimmetrikus terhelésu 3D-s feladatok

Ebben az alfejezetben a kiilonb6z6 szimmetrikus elrendezésti terhelésekhez tartozd
eredményeket jelenitjiik meg a teljesség kedvéért grafikus formdban. Az itt bemutatott
abrék egymds utan dbrazoljak az érintkezési nyomas kiilénbo6zé elvek szerint szarmaztatott
eloszlasat; majd ezt kovetik az adott terhelési esetre vonatkozoé érintkezési tartomany ha-
tarat leiré B-spline gorbék kiilonbozé iteracids 1épésekhez tartozd képei; ezutan lathatjuk
a z tengely irdnyu elmozdulédsok és végiil a z tengely irdnyt fesziiltségek diagrammjait.

A térbeli z tengely iranyt elmozduldsmezot a jobb elemezhet6ség miatt 100-szoros na-
gyitassal abrazoltuk, azonban az dbrdk melletti elmozdulés értékek a ténylegesen kiszamolt
eredmények alapjan keriiltek felirdsra.

Itt az iern = 2, 3, 4, 5 terhelési 1épésekhez tartozé eredményképek keriilnek bemuta-
tasra, melyek alapvetéen abban kiillonboznek, hogy mekkora nagysagt elmozdulési el6iras
adott a merev bélyeg vonatkozasaban. A kiilonb6zé terhelési esetekre vonatkozoé eldiraso-
kat a 6. fejezetben talalhaté 6.1. tablazat tartalmazza.

Az itt kozolt eredményképek minden terhelési esetben az elérhet6 legpontosabb szé-
mitashoz tartoznak, azaz minden esetben a kozelité polinomok fokszama p = 8.

A kovetkezd C.3. alfejezetben a nem szimmetrikus elrendezésii terhelés esetén mutatjuk
be a kiilonbozd terhelési esetekhez tartozé eredményeket. Az ott megjelenitett dbrak
hasonlé sorrendben kévetik egymast, illetve a rajuk vonatkozé megjegyzések is hasonldak.
Azzal a kiilonbséggel, hogy csak a nem szimmetrikus terhelési eseteknél rajzoltuk meg a
HERTZ-féle szamitasok szerinti kor alakd érintkezési tartomanyt, az ehhez képesti eltérés
érzékeltetése érdekében.
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C.5. dbra: Erintkezési nyomds eloszldsa, szimmetrikus esetben (iterh = 2)

rdinéta [mm)

y koo

C.6.

|
o

|
o

1.50 |
.75 |
.00 |
.75 |

i Istep — 2

-1.50
1 lstep = 3
I I I I I

-2.24

— lstep =4
-2.24 -1.50 -0.75 -0.00 0.75 1.50 2.24

x koordindta [mm] . 5
Ustep =

dbra: Az érintkezési tartomdny valtozdsa, szimmetrikus esetben (ien = 2)
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[mm)]

4.50- 1073 -'

3.38-1073

2.26-1073

|

1.14-107% —

1.83-107° I

C.7. dbra: A z irdnyu elmozduldsmezé, szimmetrikus esetben (iterh = 2)

[MPa)

372.91 —'

279.69

186.47

|

93.25

3.594 - 1021

C.8. dbra: A —o, fesziiltségmezd, szimmetrikus esetben (iwerh = 2)
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pn érintkezési nyoméas [M Pa]

- --- HERTZ

x koordindta [mm] — —c-d”

C.9. dbra: Erintkezési nyomds eloszldsa, szimmetrikus esetben (iterh = 3)

y koordindta [mm]

lstep = 2

lstep = 3

— lstep =4
-2.4 -1.6 -0.8 -0.0 0.8 1.6 2.4

x koordindta [mm] . 5
Ustep =

C.10. dbra: Az érintkezési tartomdny véltozasa, szimmetrikus esetben (iterh = 3)
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3.76- 1073

1.26-1073 —

1.7-107° I

C.11. dbra: A z irdnyt elmozduldsmez8, szimmetrikus esetben (iterh, = 3)

[MPa)

395.98 —'

269.99

197.99 —

98.99 —

4.081 - 1031

C.12. dbra: A —o, fesziiltségmezd, szimmetrikus esetben (itern = 3)
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py érintkezési nyoméas [M Pal)
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C.13. abra: Erintkezési nyomds eloszldsa, szimmetrikus esetben (iterh, = 4)

[mT]

rldinéta
o

y koo

Istep — 2

lstep = 3

— lstep =4
-2.59 -1.72 -0.86 -0.00 0.86 1.72 2.59

x koordindta [mm] . 5
Ustep =

C.14. dbra: Az érintkezési tartomdny véltozasa, szimmetrikus esetben (iterh = 4)
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C.15. dbra: A z irdnyt elmozduldsmez8, szimmetrikus esetben (iterh, = 4)

C.16. abra: A —o, fesziiltségmezd, szimmetrikus esetben (igern = 4)

2.76 -

1.39 -

2.06 -

[mm]

Y

413

1073 M

-3 -
07 &

1073 i |

[MPa)

418.59 —l

313.96
209.32 —

| |
104.68 —

4.998 - 1021
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pn érintkezési nyoméas [M Pa]

x koordindta [mm]

- --- HERTZ
. —0,
— —c-d”

C.17. 4abra: Erintkezési nyomds eloszldsa, szimmetrikus esetben (iterh = 5)

rdindta [mm]

y koo

—2.72 ~1.82 ~0.91 ~0.00 0.91 1.82 2.72
x koordindta [mm]

Istep — 2
lstep = 3
— lstep = 4

Ustep = 5

C.18. dbra: Az érintkezési tartomény véltozasa, szimmetrikus esetben (iterh = 5)
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[mm]

6.0-1073 l

451-107% —

3.01-1073 —ﬁ

1.52-107% —

—

2.16-107°

C.19. dbra: A z irdnyt elmozduldsmezd, szimmetrikus esetben (iterh, = 5)

[MPa)

440.852 —l

330.640

220.420 =
| |

110.217 —

5.892-1073 l

C.20. dbra: A —o, fesziiltségmezd, szimmetrikus esetben (iterh = 5)
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C.3.

Py érintkezési nyomds [M Pal

Nemszimmetrikus terhelésii 3D-s érintkezési feladatok

- - HERTZ

— - —0,

2437

1827

1227

617

f
\
|

3.50 6.75 10.00
x koordinéta [mm)]

C.21. dbra: Erintkezési nyomads eloszldsa, nemszimmetrikus esetben (e = 2)

C.22.

2.20
1.47
0.73
<
T 0.00
g
s
—
3
@]
4
b=
-0.73
— — HERTZ
- Z.step =2
-1.47 Istep = 4
lstep = 6
-2.20 \ \ \ \ \
-2.20 -1.45 -0.70 0.05 0.80 1.55 2.30
x koordindta [mm)]

4dbra: Az érintkezési tartomdany valtozdsa, nemszimmetrikus esetben (iterh = 2)
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[mm]

1073 -.

1073 2

4.1073
10 —m

S1073 =

: 10—"11

C.23. dbra: A z irdnyd elmozduldsmezd, nemszimmetrikus esetben (iier, = 2)

C.24. dbra: A —o, fesziiltségmez6, nemszimmetrikus esetben (itern = 2)
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- - HERTZ

=) — = —0;
Q

E — —c-d”
[}

Nev]

g

o

>

==

N

N

[}

vl

+~

ja=

=

O

<

ISH

P ——— — T —
3.50 6.75 10.00

x koordindta [mm]

C.25. dbra: Erintkezési nyomads eloszldsa, nemszimmetrikus esetben (iierh = 3)

2.4
1.6 |
0.8
) _
£ 0.0
k=
=
—_
S
’& —
> -0.8
— — HERTZ
Zstep:2
1.6 | lstep = 4
Zstep:6
-2.4 I I I I I
2.4 -1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4

x koordindta [mm)]

C.26. dbra: Az érintkezési tartomdny valtozasa, nemszimmetrikus esetben (iien = 3)
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5.00- 1073 -l

3.79-107% —

-3
2.59-107% =

1.38-1073 —
1.84-107° l

C.27. dbra: A z irdnyd elmozduldsmezd, nemszimmetrikus esetben (iger, = 3)

[M Pa]
380.32 "
285.24 —

190.16 w

95.09 —+—

1.063 - 1074

C.28. dbra: A —o, fesziiltségmez6, nemszimmetrikus esetben (ierh = 3)
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- - HERTZ

tkezési nyomas [M Pal]

Pp érin

T — — T "

3.50 6.75 10.00

x koordindta [mm]

C.29. dbra: Erintkezési nyomads eloszlasa, nemszimmetrikus esetben (iiern = 4)

g
£
<
&
R=
o
—
S
4
>
— — HERTZ
Z‘step =2
Z.step =4
- Z'step =6

x koordindta [mm)]

C.30. dbra: Az érintkezési tartomdny valtozdsa, nemszimmetrikus esetben (ien = 4)
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1.96 - 107

C.31. dbra: A z irdnyd elmozduldsmezd, nemszimmetrikus esetben (iier, = 4)

[M Pa]

402.40 ‘l

301.81 —

20125 55

100.64 —

9.57-10~%

C.32. dbra: A —o, fesziiltségmez6, nemszimmetrikus esetben (itern = 4)
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435

3627 _ / \\ _.

M Pa|

2907 /-/ \

2187 [ \

tkezési nyomas |

1457 \\,

Pp érin

- - HERTZ

O ——

-3.00 0.25 3.50

x koordindta [mm]

10.00

C.33. dbra: Erintkezési nyomads eloszldsa, nemszimmetrikus esetben (iierh = 5)

y koordindta [mm)

— — HERTZ

——  step = 2
Ustep = 4

— lstep =0

x koordindta [mm)]

C.34. dbra: Az érintkezési tartomdny valtozasa, nemszimmetrikus esetben (iien = 5)
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6.00- 1073 -l

3.12-1073
. |

2.06-107° l

C.35. dbra: A z irdnyd elmozduldsmezd, nemszimmetrikus esetben (iier, = 5)

[M Pa]
424.19 -l
318.14

212.09 _i

106.05 —

2.915 - 1041

C.36. abra: A —o, fesziiltségmez6, nemszimmetrikus esetben (ierh = 5)
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