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matematikai dllandék matrixa az e-edik elemen

matematikai dllanddk az e-edik elemen

transzformdciés méatrix

fvelem a sikbeli tartomany peremgorbéjének M pontjadban

a dudl alapegyenlet differencidloperdtora

elsérendfi fesziiltségfiiggvények az e-edik elem M pontjaban

index (szdmldlo), linedris esetben ¢ = 1,...,6; kvadratikus esetben
1=1,...,10

az (1) képlettel értelmezett integral

a linedris elem koézéps6 pontja

a kvadratikus elem M és Mo, illetve My és M3 jelli szakaszainak
felezépontjai

a tartomény peremgorbéje

futépont (a hatds pontja)

a linedris elem kezdo- és végpontja

a kvadratikus elem kezd6-, kozéps6 és végpontja

a peremelemek szdama

a (12) képlettel értelmezett matrix

a tartomény kiils6 normélisa a perem M pontjéban

a (2) képlet megjelolt részével értelmezett mennyiség

a fizikai mennyiségek vektora

rogzitettnek tekintett forrdspont

az un. dudl fesziiltségvektor értéke az e-edik elem K jelii pontjaban
a dudl alapegyenletet kielégité up vektorbdl képzett tin. dudl fe-
sziiltségtenzor

a Tpa(M, Q) mésodrendli alapmegolddshdl az n, (M) kiemelésével
képzett dudl fesziiltségtenzor

transzformadcioés matrix

a dudl alapegyenletrendszerben &ll6 ismeretlen

un. dudl elmozduldsvektor (uy elsd két eleme)

alakfiiggvények

a végtelenben tekintett konstans fesziiltségfiiggvény hatdsat repre-
zentdlé dudl elmozduldsvektor

elsérend{i alapmegoldds a dudl rendszerben

a @ pont koordinatai

permutaciés tenzor

az M pont derékszogii koordindtdi a @ ponthoz viszonyitva
nyirdsi rugalmassdgi modulusz

Po1ssON-szam

potencidlfiiggvény

potenciélfiiggvények értékei az e-edik elem M jelii pontjaban

az alakfiiggvényekhez tartozé potencidlfiiggvények

a potenciélfiiggvények kiilonbségeibél felépitett matrix

az M pont koordindtéi szerint vett parcidlis derivalds jele

1A fenti jelolésjegyzék a tézisfiizetben eléfordulé valamennyi jelslést feloleli. Célja annak a
biztositdsa, hogy a tézisfiizet 6ndlléan (az értekezéstdl fiiggetleniil) is érthetd legyen.



1. TUDOMANYOS ELOZMENYEK

A peremelem-médszer hatékony numerikus eljards, amely parcidlis differencidle-
gyenletekkel kapcsolatos peremérték-feladatok integrdlegyenletek alkalmazédsdval tor-
ténd megolddsdra szolgdl. Az eljards integrdlegyenletei a tartomany peremére vo-
natkoznak, igy a numerikus megoldds keresése sordn a tartomdny peremét (sikbeli
esetben a peremgorbét, térbeli esetben a peremfeliiletet) véges méretii elemekre, un.
peremelemekre bontjuk és ezeken az elemeken értelmezziik a megoldasokat (pl. elmoz-
duldsvektor és fesziiltségvektor) kozelitd fiiggvényeket. Az egész peremre vonatkozd
kozelitést a peremelemeken vett kozelitések Osszessége adja. Az integrélegyenletek
megolddsa a peremen szolgéltatja a feladat peremfeltételek alapjan nem ismert val-
tozéit. A peremen meghatdrozott mennyiségek ismeretében tovabbi egyenletekkel
a tartomdny belsd pontjaiban képezhetdek a fizikai dllapotokat leiré jellemzok. A
peremelem-mdédszer egyik nagy elénye, hogy a megoldandé feladatok mérete eggyel
kisebb lesz, mint az eredeti peremértékfeladat mérete (3D helyett 2D, 2D helyett 1D).
A mdédszer alkalmazhatésdganak kuleskérdése, hogy eld tudjuk allitani a médszer in-
tegrélegyenleteiben szerepld tn. alapmegolddsokat.

A peremintegrédl-egyenlet médszer elnevezést CRUSE és Ri1zzO haszndlta el6szor
[1] és feltehetden ennek alapjdn alakult ki a BREBBIA és DOMINGUEZ [2, 3, 4] éltal
bevezetett és valamivel egyszeriibb, de ma mdér altaldnosan elfogadott peremelem-
modszer kifejezés. A médszerrel kapcesolatos elst osszefoglalé jellegli munka, az eldbb
emlitett [2] konyv 1978-ban jelent meg.

A szildrd testek mechanikdjanak peremérték-feladatai dltalaban primal és dudl
alakban is megfogalmazhatéak. Mind a primdl, mind pedig a dudl rendszerben sze-
repelnek alapvéltozok, elsédleges és mésodlagos kozbensé véltozok és forrasvaltozok,
valamint értelmez6 vagy kinematikai egyenletek, anyagegyenletek és mérlegegyenle-
tek, illetve az utébbiakbdl képzett alapegyenletek.

Az alapvaltozokbdl az értelmezd egyenletek felhaszndldasdval lehet az els6dleges
kozbens6 valtozékat képezni, majd ezek birtokdban az anyagegyenletek felhasznald-
sdval képezhetéek a masodlagos kozbensé véltozok. Az alapegyenletek az utébbinak
mérlegegyenletbe torténé helyettesitésével adédnak.

Az alapegyenletek csak az alapvéltozdkat tartalmazzék ismeretlenként.

A [primal] {dudl} rendszer elsédleges kozbensd véltozéja megegyezik a [dudl] {pri-
m4l} rendszer masodlagos kozbensé valtozéjaval.

Arra a felismerésre, hogy a matematikai fizika peremérték-feladatai a fenti médon
rendszerbe foglalhatéak TONTI jutott [5], [6].

Az értekezés dudl rendszerben végez vizsgdlatokat a linedris rugalmassdgtan keretei
kozott homogén, izotrép testre. Az aldbbiak tomoren attekintik a dudl rendszer
valtozoéit és egyenleteit.

A rugalmassagtan dudl rendszerében mésod-, vagy elsérendii fesziiltségfiiggvények
tenzora az alapvéltozo, a fesziiltségi tenzor az elsérend(i kozbensé véltozo és az alak-
véltozdsi tenzor a masodrendd kozbensd viltozo.

A dudl rendszer mezbegyenleteit

e a fesziiltsegi tenzort (fesziiltségeket) fesziiltségfiiggvényekkel megadé egyen-
letek (dudl kinematikai egyenletek),
e az alakvaltozasi tenzorra felirt HOOKE-torvény és



e az alakvéltozdsi tenzor kompatibilitdsi feltételei alkotjak.

Az elsbrendii fesziiltségfiiggvények alkalmazdsdval kapcsolatosan, ami a varidciés
megfogalmazdst illeti BERTOTI [7], [8] cikkei, ami a peremelemes alkalmazdsokat illeti
SZEIDL [9], SZEIDL és SZIRBIK [10] és SZIRBIK [11] munkéi emlitendsk.

A primal rendszerbeli in. direkt peremelem-mddszer® integralegyenletének jobbol-
daldn &ll6 integrél integranduszanak divergenciamentességét LuTz [12, 1991] ismerte
fel. A divergenciamentesség fenndlldsdnak az a feltétele, hogy a primél rendszer alap-
véltozojaként szerepld elmozduldsmezd kielégitse az alapegyenletet. A divergencia-
mentességnek az az eredménye, hogy a primél rendszerbeli direkt peremelem-mdédszer
egyenletei egyszerfisvdnek [13]. Ez azt jelenti, hogy hdaromdimenzids esetben a feliileti
integrédlok helyett feliileten vett vonalintegrélokat kell szamitani, mig sikbeli felada-
tok esetén a potencidlfiiggvények pontbeli értékeinek kiilonbségét kell meghatarozni a
peremelemeken vett vonalintegralok szamitédsa helyett, azaz tovdbb csokkent a feladat
mérete.

Az utébbi lehetséget haszndlja ki az in. peremkontir-mdédszer, amelyet tébbek
kozott, primdl rendszerben vett két-, illetve hdromdimenziés, linedris rugalmassagtani
feladatok megolddsara hasznaltak fel [13], [14], [15].

A moédszer lényegét tomoren, sikbeli feladatokra korldtozva a figyelmet, az aldbbiak
foglaljak ossze.

A moédszer az integralegyenletek vonalintegraljait nem numerikusan (pl. a Ga-
uss-formula segitségével) szdmitja, hanem az integrandusz divergenciamentességét
kihasznélva potencidlfiiggvényeket konstrudl és ezek linedris kombindcioit véve, zéart
alaki képleteket alkalmazza minden elemen. Ez a technika megnoveli a numerikus
szamitasok pontossdgat. A mdédszer bevezetése a rugalmassagtan primél rendszerében
NAGARAJAN, LUTZ és MUKHERJEE nevéhez fizédik [13], [14].

Az idézett szerzék peremelemekre bontjdk fel a tartomédny peremgorbéjét és az
egyes peremelemek egy kis kornyezetében kozelitik kétvaltozés linedris, vagy kvadra-
tikus fiiggvényekkel az elmozduldsmezét és ezekb6l képzik ugyanitt a fesziiltségeket.
Az elmozduldsmezd linedris kozelitésének esetében hat, kvadratikus esetben pedig tiz
egymastdl linedrisan fiiggetlen és az alapegyenletet kielégité un. alakfiiggvény line-
aris kombindcidja. Kovetkezésképp, ezek mindegyikéhez meg kellett konstrudlni a
vonatkoz6 potenciélfiiggvényeket.

Az alakfiiggvények linedris kombindciéjaként véve az adott elemen az elmozdulds-
mez6 kozelitését, az utébbiakban szerepld dllanddk, mint matematikai mennyiségek, a
peremelem egyes kivalasztott pontjaiban vett fizikai mennyiségekkel (elmozduldsmezd
és normadl, illetve érint irdnyu nyiréfesziiltség) hozhatok kapcsolatba. Ez a kapcsolat
a matematikai és fizikai dllanddk kozott mindig egyértelmfi.

A primél rendszerrel kapcsolatos direkt mdédszer integralegyenletében 1év6 integ-
rdlok az elemeken kozvetleniil szémitott integrdlok osszegeként &llithaté els. Ezzel
szemben a peremkontir-mddszer az elemeken vett integrélok linedris és kvadratikus
alakfiiggvényekhez tartozé potencidlfiiggvények kiilonbségeként szémithatdk. Ilyen-
kor a potencidlfiiggvények zdart alakban képezhetk, azaz nincs sziikség numerikus
integréldsra.

2Kiiltjnbségct szokds tenni az irodalomban a direkt és indirekt peremelem-mdédszer kozott [2].
Az értekezés vizsgdlatai a direkt peremelem-modszer integralegyenleteire vonatkoznak.



Ha a peremelem-mddszer integralegyenletét a perem megfelelé pontjaiban kollokal-
juk, akkor linedris egyenletek &llithaték el a peremen ismeretlen fizikai mennyiségek
szadmitdsdra.

A kapott egyenletrendszert megoldva a tartomédny belsd pontjaiban is szdmithaték
az elmozduldsok, alakviltozasok és fesziiltségek.

Megjegyezziik, hogy ismereteink szerint még senki nem foglalkozott azzal a kérdés-
sel, hogy hogyan lehet kiterjeszteni a peremkontir-mdédszert duédl rendszerben meg-
fogalmazott peremérték-feladatokra.

2. CELKITUZESEK

Az értekezés, az el6zé Tudomdnyos elézmények szakasz attekintése alapjdan, kii-
16n6s tekintettel arra a koriilményre, hogy duél rendszerben még nem folytak ilyen
vizsgédlatok, a peremkontiur-mdédszer dudl rendszerben és sikfeladatokra torténé ki-
dolgozasat tekinti céljanak. A kittizott feladat megoldédsa sordn a kovetkezd kérdések
meriilnek fel:

1. divergenciamentes-e a dudl rendszerrel kapcsolatos direkt peremelem-mddszer
egyenleteiben &ll6 integrandusz,

2. ha igen, melyek a potencidlfiiggvények linedris approximécié esetén (a dudl
alapegyenletnek is teljestilnie kell),

3. melyek a potencidlfiiggvények kvadratikus approximdcio esetén (a dudl ala-
pegyenletnek is teljesiilnie kell),

4. milyen a kapcsolat a potencialfiiggvényekben szerepl§ paraméterek és a perem-
csomdpontokban vett fizikai mennyiségek kozott,

5. hogyan épithets fel a megolddst add linedris egyenletrendszer,

6. hogyan szdmithatck a tartomdny bels§ pontjdéban a fesziiltségi jellemzdk.

Az értekezést a peremkontiur-médszer dudl rendszerbeli kidolgozdsdnak feladatét
elsdérendfi fesziiltségfiiggvények alkalmazdsa mellett targyalja. Az elsérendii fesziilt-
ségfiiggvények haszndlata szdmos kérdést vet fel. Tisztdzni kell a megoldds egyérté-
kiiségének sziikséges és elégséges feltételeit és meg kell keresni az elsérendii fesziilt-
ségfiiggvényekre vonatkoz6 alapmegoldédst. Az alapmegoldds ismeretében maéd nyilik
a SOMIGLIANA-féle identitds dudl rendszerbeni feldllitdsara és ily médon a direkt pe-
remelem mddszer integrilegyenletei is kiadédnak.

A direkt peremelem-mdédszer integrilegyenleteit sikfeladatok esetére a [9] munka
ismerteti dudl rendszerben. Az idézett munka a direkt peremelem-médszer hagyoma-
nyos megoldési technikdjat haszndlja a numerikus megoldéds sordn.

Az értekezés a dudl rendszerbeli peremkontir-mdédszer felépitésekor a direkt pe-
remelem-mddszer integrédl egyenletének divergenciamentességének vizsgdlatdabdl indul
ki és a numerikus alkalmazdsok kulcskérdéseinek tédrgyaldsédn keresztiil a szdmité pro-
gram kifejlesztésébdl nyert numerikus tapasztalatok feldolgozdsdig jut el.

3. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK

Az 4j tudoményos eredmények a dudl rendszerbeli linedris rugalmassédgtan sikbeli
feladataira vonatkoznak, homogén, izotrép testet feltételezve. A vizsgdlt tartomdny
egyszeresen Osszefiiggd, lehet belsd vagy kiilsd. A felhasznalt jeloléseket a jelolésjegy-
zék tartalmazza.
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1. Legyen uj a dudl alapegyenletet kielégité vektor. Legyen tovdbbd tx, az ug-
bél szamitott dudl fesziiltségtenzor. Megmutattam, hogy ez esetben diver-
genciamentes a dudl egyenletrendszerrel kapcsolatos SOMIGLIANA formuldk
jobboldalan allé

1.(Q) :f [hex (M, Q)tap (M) — Tiorp (M, Q)uxr(M)] n, (M) dsas (1)
integrél integrandusza, azaz fenndll a

[ter (M, Q)tap (M) — Turp (M, Q)ua (M)] 9, = 0 @)

Prp

egyenlet. Kovetkezésképp, 1étezik olyan

b (n1,m2) = /Eﬂw3Pdi777r = /Emr3 {ﬂm(%nz)%(m,nz)—

—%pm,nz)m(nl,nz)}dn,r 3)

potencidlfiiggvény, amelynek a birtokdban zart alakban szémithaté az (1)
integral:

Mpe

I(Q) = > 6. (M2, Q) — 6% (M1, Q)] (4)

e=1

2. Meghatdroztam linedris és kvadratikus approximécié esetén a Dur, = 0 duél
alapegyenletet kielégitsé egymadstél linedrisan fiiggetlen ‘uy, alakfiiggvényeket
és a bel6liik szamitott “ty, tenzorokat. Ezek (3) egyenletbe torténd helyette-
sitésével és az integralds elvégzésével zdrt alakban eldllitottam a vonatkozé
potencialfiiggvényeket.

a. Linedris approximécié esetén



a linearis alakfiiggvények alakja. A vonatkozé ‘¢, (i = 1,...,6; & = 1,2)
potencidlfiiggvényeket pedig a
N2 1 T

1
1

= — arctan — + )
9= 5 n An(1—v)ni +n3

6¢1:%<2ln\/n§+n3+3> :
1(;‘) -t (1-2v)In 2492 4+ 773
SRy — R

6 K71 2 2
=———(2In4/
¢2 47T(1—V) ( ey 771+772+3)

képletek szolgaltatjaks.

b. Megmutattam, hogy kvadratikus approximécié esetén az elsé hat alakfiigg-
vény, kovetkezbleg a hozzdjuk tartozé potencidlfiiggvények megegyeznek a
linedris approximécié alakfiiggvényeivel és potencidlfiiggvényeivel. Meghatd-
roztam a fennmarado

Mun] " = —2mmy 0} kmy |, Fu] = [ 2 —2mmy, kmy ],
Pue] " =[n3 0 kn ], Pu]"=[0 n2 kn, ]
kvadratikus alakfiiggvényeket, illetve a vonatkozé

7¢1 =

ﬁ{Hl—”)nf—<v—2>n311n(nf+nz)+

2 2 6m;
FT—2) 0+ (v —2)n+ }
( )1+ ( )M 2t

1

o, = ST {Uf (v = 1) +vIn(n? +n3)] +

24 2 2\1 277411
+m5 (1 1/)[4+1n(171+772)] )

ni + 3
7 1 2, 2 3n3n,
= 50 —3 1
¢2 471_(1_1/) T]1772[ v +l/1’1(7’]1 +T]2)]+7]%+7]§ )
09 :;{[311—4—(1—11)11’1(7724—772)]7]7] +711_7l§}
27 4n(1 —v) PRt 4o

potencialfiiggvényeket?.

3Az bsszes potencidlfiiggvény az értekezés A. Fiiggelékében taldlhaté meg.



3. Meghatdroztam a fizikai és a matematikai dllandék kapcsolatdt adé koleso-
nosen egyértelmi

T a" = p° (6)
Osszefiiggést.
a. Linedris approximécié esetén

1 z1 (M) z2 (M) 0 0 0
0 —z2(M) 0 1z (M) 0
0 inl (K) ! “na(K) 0 —Zny(K) —m (K)
- » 124, ™)
~~ 1 v — B
(6x6) 0 2ﬂn (K) 2u"1 (K) o ny (K) ns (K)
1z (Ma) 2 (M2) 0 0 0
L 0 —x2(M>) 0 1 21 (M) o |
a (6) képletben &ll6 métrix, mig
@) =[af a5 a5 af ai af | 8)
N——
(1x6)

a matematikai dllanddék

()" =[F (M) | F5 (M) | € (K) | 6 (K) | F§ (Ms) | F5 (Ma)]  (9)
N -

(1x6)

pedig a fizikai mennyiségek matrixa.
b. Kvadratikus esetben (10 x 10)-es a T° matrix!, a matematikai és a fizikai
mennyiségek matrixai pedig

(ae)T:[aT as a5 ai af a§ a5 a§ a§ afo | (10)
——
(1x10)

()" =

N

(1x10)

= |F{ (M) |F5 (My) ] (K1) [t5 (K1) |[F7 (M2) |[Fy (M2) |t] (K2) |t5 (K2) |F{ (M3)|Fy (M3)

(11)
alakdak.

4. Megmutattam, hogyan lehet kezelni a vonatkozé integrélegyenlet regulariza-
cidja révén a szinguldris viselkedés okozta nehézségeket és azt is, hogy hogyan
kell a '@, és ¢, potencidlfiiggvények szakaddsait figyelembevenni a numeri-
kus megoldédst adé egyenletrendszer felépitésekor.

4A T° métrix mérete miatt, részletesen kifrva csak az értekezés B. Fiiggelékében lelhetd fel.



5. A megolddst adé linedris egyenletrendszer linedris és kvadratikus approximé-
ci6 esetén is:

Sbe 1 0 belsd tartomany
je pJ —1\€ ‘e _
§_1‘1> B’ (T™)'p *{ fi(c0) killsé tartomény (12)

NJe

A p® megoldds a fesziiltségfiiggvények elemhatdron valé folytonossagdnak
figyelembevételével adodik. ®7¢, B, (Tfl)E és p® matrixok mérete az app-
roximdcio jellegétdl (linedris, kvadratikus) fiigg. A j egyenletszamldls a pe-
remen felvett kollokdciés pontokat azonositja. Linedris esetben j =1,..., npe
kvadratikus approximdcié esetén pedig j =1,..., 2npe.

6. Megadtam a fesziiltségek szamitdsdnak képleteit linedris és kvadratikus app-
roximadcio esetén is mind a tartomdny bels pontjaira mind pedig az aktudlis
peremelem pontjaira vonatkozdéan.
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Teljes terjedelemben megjelent idegennyelvi{i konferencia eléadés:

e S. Szirbik, A Possibility for formulation of the boundary contour method for
plane problems in dual system, microCAD-SYSTEM’99 International Com-
puter Science Conference, ME, Miskolc, 163-168, February 24-25, 1999.

e S. Szirbik, Boundary contour method for plane problems with linear elements
in dual system, microCAD-SYSTEM 2000 International Computer Science
Conference, ME, Miskolc, 157-162, February 23-24, 2000.

e S. Szirbik, Boundary contour method with quadratic shape functions for
plane problems in a dual system, microCAD-SYSTEM 2001 International
Computer Science Conference, ME, Miskolc, 121-126, March 1-2, 2001.

Idegennyelvii konferencia el6adds absztrakt:

e S. Szirbik, G. Szeidl, Boundary contour method for plane problems in dual
system, VIII-th International Conference on Numerical Methods in Conti-
nuum Mechanics, Lyptovsky Jan, Slovak Republic, Abstracts 18-19, Sep-
tember 19-24, 2000.

e S. Szirbik, G. Szeidl, Boundary contour method with quadratic shape func-
tions for plane problems in dual system, 2" European Conference on Com-
putational Mechanics, Cracow, Poland, Abstracts 196-197, June 26-29, 2001.



e S. Szirbik, Application of boundary contour method to solving plane prob-
lems in a dual formulation, An Euro Conference on Numerical Methods and
Computational Mechanics, Miskolc, Hungary, Abstracts 260-261, July 15-19,
2002.

Magyarnyelvii konferencia eléadds absztrakt:

e S. Szirbik, Peremgdorbe mddszer linedris approximdcidval a sikrugalmassag-
tan dudl feladataiban, The VIII-th Hungarian Conference on Mechanics, Mis-
kolci Egyetem, Miskolc, 136. o. 1999. augusztus 30.-szeptember 1.

5. AZ EREDMENYEK ALKALMAZHATOSAGA

Az értekezés eredményei alapjdn kifejlesztett szémitégépi program alkalmas a sik-
rugalmassdgtan numerikus feladatainak megolddsédra egyszeresen sszefiiggd tartomé-
nyok esetén. A szdmitdsi eredmények bizonyitjak, hogy a mddszer alapjan kifejlesz-
tett kéddal a szdmitdsok numerikus pontossdga lényegesen javithaté mér alacsony
elemszdm esetén is.

6. TOVABBI KUTATASI FELADATOK

A modszer szélesebb korii alkalmazédsdhoz tovabbi feladatok vizsgdlata sziikséges.
fgy példaul nem tartalmazza az értekezés a vélaszt arra a kérdésre, hogy hogyan
vehet6 pontosabban figyelembe a peremen miikod6 koncentralt erd. A t6bb egymdstol
fiiggetlen szakaszon eléirt fesziiltségi peremfeltételek biztositdsa pedig tovdbbi, azaz
az egyenértékiliséggel kapcsolatos egyenletek figyelembevételét és ezek algoritmusba
torténd beépitését igényli.

A kozeljovében tervezziik a médszer ortotrép testek esetére torténd kiterjesztését.
Ebben az esetben a nehézség az alapmegoldds eldallitdsaban rejlik.

Tévlati kutatdsi célként fogalmazzuk meg a mddszer kiterjesztését tobbszorosen
osszefiiggd bels6 és kiilsd tartoményokra.
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