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1. Tudomanyos el6zmények

Az érintkezési feladatokat két nagy csoportba sorolhatjuk. Az egyik csoportot
a egyoldali érintkezési feladat alkotja. Ennél a feladattipusnal az érintkezd
feliileteken fellépé normdl fesziiltség csak a test belseje felé mutathat. Ha a
fesziiltség nulldra csokken, a feliiletek elvdlhatnak egymastél. Az érintkezési
feladatok maésik csoportjat a kétoldalu érintkezési feladatok alkotjak. Az
idealis kétoldalu érintkezési feladatoknal nincsen semmi korldtozas a fesziiltség
nagysagara és irdanyara. Nem idedlis érintkezési feladat valésul meg példaul
ragasztott fellileteknél. Amig a redukélt fesziiltség értéke nem haladja meg
a ragasztds altal biztositott maximalis ,,adhézids fesziiltséget”, a kapcsolat
kétoldali marad.

Az egyoldali érintkezési feladatok kozott megkiilonboztetiink sirlédés
nélkiili érintkezési feladatot és siurlédédsos érintkezési feladatot

Az elsé érintkezési feladatot Hertz oldotta meg 1882-ben [1]. A Hertz
feltételezte, hogy az érintkezési tartomany mérete joval kisebb mint az
érintkez0 testek méretei. A érintkezési feladattal kapcsolatos djabb kutatdsok
a XX. szdzad 30-as éveiben kezdOdtek el. Az érintkezéssel kapcsolatos varidcids
elvet Signorini 1959-ben publikélta [2]. Feltételezte, hogy terhelés hatdsara
az érintkezO felliletek el is véalhatnak egymastél. Ezt az elméletet Fichera
fejlesztette tovabb [3], aki a rugalmas, sturlédds nélkiili érintkezési feladat
megoldasdnak létezését és egyértelmiiségét is bizonyitotta.

Végeselem moédszert a 70-es években alkalmaztak el6szor érintkezési
feladatok megolddsara [4]. Ezek az igynevezett h-verzids végeselem maddszeren
alapulé szamitdsok voltak. A h-verziés végeselem moédszerben a kozelité
fliggvények tobbnyire linedrisak, esetleg masodfokiak. A kozelité fliggvények
egyutthatoit a kozelitendé6 mezd csoméponti értékei adjak. A mddszer
annal pontosabb, minél tobb az ismeretlenek szama, azaz Osszességében
minél tébb az elemek szdma. Hosszil ideig csak h-verziés moddszereket
hasznaltak az érintkezési feladatok megoldasara. El6szor kis alakvéltozasokkal
jaré érintkezési feladatokat oldottak meg.  Kis alakvaltozdsok esetén a
végeselem halok csomoépontjai az érintkezési felilleten elhanyagolhatéan kis
mértékben mozdulnak el egyméshoz képest, ezért célszerti a hélét udgy
kialakitani, hogy a csomépontok fedésbe keriiljenek egymaéssal. fgy a
csomopontok egymaéashoz képesti helyzete alapjan vizsgalhatok az érintkezési
feltételek [5]. El6fordulhat, hogy valamilyen okbdl a végeselem halén az
érintkezési fellileten 1év6 csomépontok nem kertilnek fedésbe egymassal. Ebben
az esetben a csomopontok szemkozti oldalra torténé merdleges vetitésével
ugynevezett kontakt szegmenseket hozhatunk létre. A kontakt szegmensek
segitségével kozelithetjik pl. az elmozduldsmez6t, amelyet itt lokalis
koordinatdkkal adhatunk meg. A fenti mddszert Simo dolgozta ki [6].
Nagy alakvaltozdsok esetén a feliiletek tangencidlis irdnyu relativ elmozduldsai
nem elhanyagolhatéak, igy az érintkez6 feliilleteken a csomoépontok és veliik



szemben 1évé élek sorrendje megvéltozhat. FErre az esetre dolgoztdk ki az
ugynevezett ,,csomépont-oldal kozotti” eljarast [7], amelyet azdta is széles
korben alkalmaznak.

Az értekezésben mi csak kis alakvaltozasokat fogunk vizsgalni, a végeselem
hélét pedig ugy osztjuk fel, hogy az érintkezési feliileteken a csomoépontok
fedésbe keriiljenek egymaéssal.

Az érintkezési feltételek vizsgalatara tobb moédszer 1étezik. A kiilonb6z6
moédszerek tobbnyire abban kiilonboznek egymastol, hogy hogyan kozelitik
az érintkezd felilleteken a nyomaéseloszlast.  Mindegyik moédszer arra az
alapgondolatra épiil, hogy az érintkezo feliiletek minden pontjaban az érintkezési
nyomas és az érintkezd feliiletek tévolsdgdnak szorzata nulldval egyenls. A
teljesség igénye nélkiil roviden osszefoglaljuk a legfontosabb moddszereket.

- A Lagrange multiplikdtoros modszerben a Lagrange multiplikator szerepét
a nyomds tolti be [8, 9]. A nyomds értékét az elmozduldsmez&hoz
hasonléan alakfliggvényekkel kozelitjik. A végs6 egyenletrendszerben az
elmozdulasmez6 csoméponti értékei mellett megjelennek a csoméponti
nyomaéasértékek is ismeretlenként.

- A biintetOparaméteres modszerben az érintkezd felilletek kozé nagy
merevségll rugdkat helyeziink, ezzel akaddlyozzuk a testek egymaésba
hatoldsat [8, 9]. Teljesen megakaddlyozni nem tudjuk, hogy a testek
egymdsba hatoljanak. A szdmitdst egy iteracids ciklus eredményeként
kapjuk, a cikluson beliil az aktudlis érintkezési feliiletnek megfeleléen el
kell venni rugdkat, vagy éppenséggel tjakat kell hozzdadni a rendszerhez.
Az altalunk megoldandé feladat szempontjabdl fontos, hogy a feliiletre
nemcsak diszkrét rugdkat helyezhetlink, hanem folytonos -eloszlasa
rugalmas kozeget is. A biintetGparaméteres eljaras képezi az alapjat a
kovetkezd médszernek is.

- A kombindlt médszerben [8, 9] (augmented Lagrangian) elsé lépésként
megoldjuk az érintkezési feladatot blntetéparaméteres maddszerrel.
Masodik lépésben egy ujabb iteracié keretén beliill a nyomés-eloszlas
értékét pontositjuk. Ezzel a mddszerrel nagy mértékben javithatjuk
a bilntet6paraméteres eljarasban kapott nyoméds-eloszlas értékét. A
kombinalt és biintetoparaméteres moddszerrel kés6bb részletesen is
foglalkozunk.

Az érintkezési feladatok p-verzids végeselem moédszerrel torténd megolddsa
csak par éves multra tekint vissza. A p-verzids végeselem mddszerben
az ismeretlen mezOket magasabb fokd polinomokkal kozelitjiik. A
kozelito polinomok alkalmas megvalasztaséaval elérhetjiik, hogy a megoldandé
egyenletrendszer jol kondicionalt legyen, igy kisebb numerikus hibat kovetiink
el. A pontossag novelése érdelében az elemméret valtozatlanul hagyasa mellett



a kozelité polinomok fokszamat noveljilk. A p-verzids végeselem maédszer egyik
elénye az, hogy ugyanakkora szabadsagi fogszam mellett az energianormaban
vett hiba joval kisebb mint a h-verzié esetén, és a hiba a polinom fokszdm
novelésével exponencidlisan csokken [10].

A p-verzids végeselem moédszer érintkezési feladatokra torténd alkalmazédsa
azonban problémakat vet fel. A h-verzidban nagy pontossig eléréséhez
kis méretii elemeket hasznalunk, amelyek a csomoépontok egymaéshoz képesti
kozelsége miatt idedlisak az érintkezési tartomany szélének megkereséséhez.
Az érintkezési tartomany szélének megallapitasa soran elkovetett hiba csokken
az elemméret csokkentésével. A p-verziéban az elemméret csokkentése a
tulsdgosan nagyra nove szabadsagi fokszam miatt nem eléggé hatékony, ezért
1j médszereket kellett kidolgozni az érintkezési feladat megoldéasara.

Gabbert cikke [11] 1994-ben jelent meg, amelyben specidlis pNh-elemeket
javasolt a probléma felolddsdra. A vizsgdlt tartomany belsejében p-verzids
elemeket haszndal, az érintkezési feliileten 1é6v6 elemek érintkezési feliilet feldli
oldalan azonban szakaszonként linearis fliggvényeket alkalmaz. Ezzel eléri, hogy
az érintkezési felilleten az elemek méretéhez képest siliriin helyezkednek el a
csomoépontok. Ez a mddszer azonban az érintkezési feladat szempontjabol h-
verziésnak tekinthetd, tovabba ezen elemeken beliil a specialis, szakaszonként
linedris kozelito fliggvény miatt a derivaltakban szakadas 1ép fel.

Ha az érintkezési tartoméanyon is p-verzidés elemeket hasznédlunk, ujabb
problémaval kell szembenézniink. A kontaktnyomds azon a feliiletrészen, ahol
a testek nem érnek Ossze, azonosan nulla lesz. Ahol a testek Gsszeérnek, ott a
kontakt-nyoma&s nulldtdl kiillonbozd. Az érintkezési tartomény hatdran a kontakt
nyomasnak toréspontja van. A kontakt nyomaés elvileg megegyezik az érintkezési
felilleten ébredé normal-fesziiltséggel, amely a Hooke-torvény alapjan az
elmozduldsmez6 derivaltjaibdl szamithaté. Ennek az a kovetkezménye, hogy
az elmozduldsmezd, ami tulajdonképpen a feladat megoldasa, az érintkezési
tartomany hataran nem lesz analitikus, ugyanis az érintkezési tartomany
hataran nem lehet Taylor-sorba fejteni. Szabé és Babuska osztalyozasa alapjan
[10] az érintkezési feladatok a C kategéridba tartoznak. A C kategéria azt
jelenti, hogy a megoldas véges szamu pont kivételével a teljes tartomanyon
analitikus, viszont a végeselem hal6t nem lehet gy megszerkeszteni, hogy a
csomépontok a nem analitikus pontokra essenek. Ennek oka az, hogy nem
tudjuk elére, hol lesz az érintkezési tartomany hatdra. Ezt a problémat
iteracids lépésekkel oldhatjuk meg. FEl6szor tetszéleges haléval oldjuk meg a
feladatot. Az igy kapott megoldds nyilvdn pontatlan lesz amiatt, hogy egy
nem analitikus fiiggvényt analitikus fliggvénnyel kozelitiink. Viszont kapni
fogunk egy viszonylag jo becslést az érintkezési tartomany hatarara. Az iteracio
kovetkezo 1épését tobbféleképpen oldottak meg. Volpert [12] azt javasolta, hogy
specidlis, szingularis fliggvényeket tartalmazo6 alakfliiggvényeket hasznéljunk. A
szingularis pont elhelyezkedését a végeselemen beliil egy paraméter segitségével



adhatjuk meg. Az iteracié sordn ezt a paramétert kell mindig moédositani a
kivant pontossdg eléréséig. Nincs sziikség a végeselem halé megvéltoztatasara,
azonban a numerikus integralas a specidlis alakfiiggvények miatt komplikaltta
valik. Egy madsik lehetséges moédszer a Paczelt [13] dltal javasolt csomdpont
pozicionalds. Ebben a mddszerben a nem analitikus ponthoz a végeselem
hélén csomépontot helyeziink. Kezdetben nem tudjuk hol van ez a pont. Az
els6 iteracios 1épésben meg lehet becsiilni bizonyos pontossaggal a helyét, és a
végeselem hélét gy kell médositani, hogy a nem analitikus ponthoz legkozelebb
es6 (feliileti) csomoépontot a nem analitikus ponthoz toljuk. Ennek hatdsara a
kovetkezd iteracios 1épésben csokken a szamitas soran elkovetett hiba, azonban
az elmozditott csomépont két oldaldn 1évé elemek eltorzulnak. Ez nem
szerencsés, mert a pontossag romlasidhoz vezet. A cikkben egy Gauss integraldsi
pontok vizsgalatan alapulé durva poziciondlast, és egy hibaindikatorokkal
végzett finom csomopont pozicionalast alkalmaznak.

Az eddig térgyalt médszerek mind azon a feltételezésen alapultak, hogy az
érintkez0 feliiletek feliileti érdességét elhanyagolhatjuk. FErre a végeselemes
tdrgyalds miatt van sziikség. A feliileten 16vE egyenetlenségek, barazddak
leirasahoz nagyon sok és nagyon kicsi végeselemre lenne sziikség, ami rendkiviili
modon megndvelné a feladat szabadsigi fokainak szamét. A feliileti érdesség
miatt a testek nem a teljes felliletiikon érintkeznek egymaéssal, hanem annak
koriilbeliill a harmad vagy negyed részén [14, 15]. Emiatt a felillet érdességi
cstcsaira az atlagosnél jéval nagyobb terhelés jut. A nagyobb terhelés miatt a
feliileti rétegben ébredé fesziiltség tullépheti a rugalmassdgi hatart. Az ekkor
lejétsz6do folyamatok (képlékeny alakvéltozés, repedések) mar csak nemlinedris
elmélettel irhatok le.

Az értekezésben megvizsgaljuk az érintkezé feliletek kopasat is. A kopds
jelenségét akkor figyelhetjiik meg, amikor két test elcstszik egymason. A kopés
viszonylag lassi folyamat. Kiilonboz6 auto- és gépalkatrészeknél, amelyeknél
az érintkez6 feliilletek egymaéshoz képest elmozdulnak, megfigyelheté a kopés
jelensége. A kopéasi folyamat gyorsasagat tobb tényezé befolydsolhatja. Az
els6ként legjobban szembetling az, hogy ha a feliileteket kenjik olajjal vagy
zsirral, vagy esetleg egyéb anyagokkal, a kopas mértéke jelentosen lecsokken.
A kenés kopasra gyakorolt hatdsiaval egy masik tudoméanyteriilet, a triboldgia
foglalkozik. Ebben a disszertdciéban mi csak ,,szaraz” feliilletek egyméson
torténo elcsuszasat fogjuk vizsgalni.

A kovetkez6 szempont, ami a kopas mértékét befolydsolhatja, az az érintkezd
feliilletek anyagminésége és geometridja. Az egymadssal érintkezé alkatrészeket
altaldban valamilyen szerszamgéppel munkaljak meg, hogy az érintkezd feliiletek
minél jobban illeszkedjenek egymdshoz. A megmunkdalds sordn azonban a
megmunkalé szerszam, alakjatél és a szerszamgép rezgéseibol addddan a
feliiletbe apré egyenetlenségek keriilnek.

Négy 16 kopasi folyamatot kiilonboztetiink meg, az adheziv, abraziv, korroziv



és kifaraddsos kopast. Mikor két feliilet elcsuszik egymdson, a nagy nyomds
miatt a felilletbdl kidllo cstucsok Osszehegedhetnek. Tovabbi relativ elmozdulas
hatésara az Osszehegedt feliiletek vagy elvalnak az Osszehegedés helyén, vagy
az egyik csics egyszertien letorik. Ennek hatdsara nem keletkeznek szabad
részecskék a két felillet kozott, csak anyag vandorol at az egyik feliiletrdl
a masikra. Viszont mikor egy csucs letorik a feliiletrol, felilletén kémiai
elvdltozésok lépnek fel (pl. oxiddcié). Ha a tovdbbi relativ elmozdulds
hatédsara Ujra hozzatapad a masik feliilethez, a kémiai valtozas miatt a tapadas
gyengébb lesz. T6bbszori oda-vissza vandorlas utan a feliillethez tapadas annyira
meggyengiilhet, hogy a részecske levialik a feliiletrdl, igy egy szabad részecske
keletkezik. Ezt a folyamatot adheziv kopasnak nevezziik.

Kozel egyforma nagysagu feliiletbdl kialld csticsokat feltételezve Archard
[17] egy matematikai modellt allitott fel az adheziv kopédsra. Feltételezése
szerint a kopds ardnyos a relativ elmozduléssal és a testek kozotti nyoméssal, és
forditva ardnyos a feliilet helyi keménységével. Az ardnyossagi tényezot kopasi
tényezonek nevezziik, értékét kiilonb6z6 anyagokra kisérletekbdl hatarozhatjuk
meg. A kopési tényezd értéke 0 és 1 kozé esik, nagysaga fiigg a két feliilet
kozotti hézagot kitolté anyagtdl és a homérséklettél. Archard kopési torvénye
a kovetkezd alakban irhato:

. P up
Wadh = kadhfn (1)
ahol k.qn a adheziv kopdsi tényezd, v = |u? — u}| a felilletek egy érintkezd

pontparjanak relativ sebessége, p, az érintkezési nyomds a vizsgéalt pontban, H
a feliilet lokélis keménysége, wqqn pedig a vizsgalt pontban egységnyi id6 alatt
egységnyi feliileten lekopott anyag térfogata.

Kisérletekkel bizonyitottak, hogy Archard kopdsi torvénye kis érintkezési
nyomasok esetén érvényes, nagy nyomasok esetén azonban alulbecsiili a kopast
[19]. Ezt javitani tudjuk, ha a kopési torvényt a kovetkezd képpen médositjuk:

w = k:wv“pfl (2)

ahol k., a kopasi tényez6, amely magdaban foglalja a H keménységet és a
kopasi médok hatdsait. Az a, b dllanddk és a k,, kopdsi tényezd értékeit
kisérletekb&l hatarozhatjuk meg. Az a, b és k., értékének meghatarozasara
irdnyuld kisérleteket elvégezhetjiik az [18] cikkben kozolt lefrds alapjdn is.

A jelen értekezésben a szamitasok elvégzése soran feltételezni fogjuk, hogy
a lekopott anyag azonnal eltiinik a két érintkez6 feliilet koziil. A valdsagban
azonban a kopas soran levalt részecskék még egy ideig a felilletek kozott
maradnak. Zmitrowicz monografidjaban megvizsgalta a levalt részecskék
mozgésat, hatdsét a tovabbi kopdsra [20].

Az érintkezési feladat megoldasa egy pillanatnyi dllapotot jellemzett, a kopas
szamitasa pedig egy hosszabb idébeli folyamatot. Eddig nagyvonalian nem



beszéltiink a keletkezett hérol. Pedig ahol surlédas van, ott hé is keletkezik.
Strémberg [22] azt is kimutatta, hogy a kopds hatdsdra is keletkezik hé az
érintkez6 fellileteken. A keletkezett hé miatt a vizsgalt testek melegedni
kezdenek. Ez a homérséklet valtozds a hotagulds miatt akar jelentdsen
befolyasolhatja az érintkezési feladat megoldasat, és ezen keresztill az egész
kopasi folyamatot.

A hévezetés egyenletének felirdsét és annak végeselemes diszkretizalasat a
szakirodalombdl ismert médon végezziik el [23, 24]. A nehézség abbdl ered, hogy
a végeselem halé médositdsa utan (amit az érintkezési feltételek kielégitésének
nagy pontossagu igénye kovetel meg) az Gj hdlén a régi hdlén kiszdmolt, de az 4j
héléra még at nem helyezett hémérséklet mezével kell szamolnunk. A probléma
megoldasdra szdmos moédszer &ll rendelkezésre a szakirodalomban, (f6ként
képlékeny alakvéltozasok szamitdsanal fordul el hasonlé probléma) viszont ezek
megoldasa h-verzids végeselem médszeren alapszik. A végeselem mddszerben a
magasabb fokd approximéciénak két megkozelitése 1étezik. Az els6ben Lagrange
polinomokkal irjék le a kozelitendé mezot. A Lagrange polinomok gy vannak
megkonstrualva, hogy a halé egyes csomépontjaiban az értékiik 0, kivéve egyet,
ahol értékiik 1. Minden csomoéponthoz tartozik egy olyan polinom, amelynek
értéke a kérdéses csomopontban 1. fgy a polinomokhoz tartozé paraméterek
mind a csoméponti értékeket adjak meg. Lagrange polinomokat hasznélva a
homérséklet mezét konnyen atképezhetjiik az 1j végeselem haléra. Meg kell
hataroznunk az Gj csomépontok helyén a régi haléval szamitott hémérséklet
értékeket. Ezek lesznek az Gj halé paraméterei, vagy csoméponti értékei. Erre
lathatunk példét az [26, 27, 28, 29]-ben.

A masik megkozelitésben, amelyet mi is haszndlunk, a kozelité polinomokat
Legendre polinomokbdl konstrualjuk meg. Fontos kiemelni, hogy ezeknél a
polinomokndal a paraméterek értékei nem egyeznek meg a kozelitett mezd
fizikai értékeivel. Mi négy csomoéponti végeselemeket hasznalunk, de a
kozelités fokszamatol fliggben négynél akar jéval tobb paraméter is tartozhat
egy végeselemhez. A paramétereket harom csoportba sorolhatjuk, Ugy mint
csoméponti paraméterek, oldalfiiggvényekhez tartozé paraméterek és belsé
fiiggvényekhez tartozé paraméterek. Az elsé megkdzelitésben hasznédlt mdédszer
itt nem miikodik. Megoldast jelenthet a legkisebb négyzetek mddszerének
alkalmazdsa, amelyben linedris algebrai egyenletrendszer megoldasara vezetjiik
vissza a feladatot. Fzt a moédszert sikeresen alkalmaztak h-verzids végeselem
modszerrel megoldott problémak esetén, ahol biztositani kellett a lokalis vagy
globélis egyensuly fenntartdsat [30], vagy olyan esetekben, ahol kisebb méretii
végeselemekrél kellett dtképezni egy mezét durvdbb felosztdst héléra [31]. Az
emlitett cikkekben leirtakhoz hasonléan oldjuk meg a probléméat p-verzi6 esetére
is (lasd [25]).

Az érintkezési, kopasi és hévezetési feladatoknél fellép6 problémak tisztézdsa
utdn algoritmust dolgoztunk ki a csatolt termo-mechanikai feladat megoldasara



(lasd 1. dbra). A szémitdshoz az irodalombdl jél ismert, tigynevezett operdtor
hasitds mddszerét hasznéltuk fel [9]. Az értekezésben 1évé szdmpéldahoz
hasonlé feladat megolddsa taldlhaté [32]-ben. Az értekezésben taldlhaté Gsszes
szampélda sajat fejlesztési, C nyelven irt programmal nyert megoldést.

2. Célkitlizések

A fentiek alapjan a kovetkez6 célokat tiizziik ki:

e Az érintkezési feladat p-verzids végeselemes megfogalmazdsa a kombindlt
médszer (és benne a biintet§paraméteres médszer) segitségével.

° Ijj modszer keresése, amely segitségével az érintkezési tartomdny
hatara tengelyszimmetrikus alakvaltozas esetén nagy pontossaggal
meghatarozhato.

e A csomépont pozicionaldsbdl eredd végeselem halé médositas véghezvitele,
iigyelve arra, hogy az érintkezési tartomanyon a test alakja nagy pon-
tossaggal legyen leirhato.

e A kopési folyamat diszkretizaldsa a numerikus szamitasok elvégzéséhez.
A kopésbdl szdrmazé végeselem halé médositast gy kell elvégezni, hogy
az Osszhangban legyen az érintkezési feladattal.

e Algoritmust kell kidolgozni a kopds szamitdsdra. Az algoritmusnak
tartalmaznia kell az érintkezési feladat megoldasat is, ugyanis az ott
kapott nyomaéaseloszlas sziikséges a kopas szamitasahoz.

o A hovezetési feladat p-verizds végeselemes megfogalmazasa.

e Eljaras kidolgozdsa, amely segitségével a homérséklet paraméterek
atszamithatok egyik végeselem hélérdl a masikra.

e A csatolt termo-mechanikai feladat végeselemes megfogalmazdsa.

e Szamitési algoritmus kidolgozasa és szamitogép program készitése, amellyel
a csatolt kopési-termo-mechanikai érintkezési feladat numerikusan meg-
oldhatd.

3. A feladat megoldasanak maodszere
Feltételeztiik, hogy a vizsgdlt testek anyaga homogén és izotrép. A vizsgalt

mechanikai rendszer forgastestekbél all. A feladatot a kis alakvaltozasok
elméletén beliil tengelyszimmetrikus alakvaltozédsi esetekre oldottuk meg. A
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—> Id6lépések (1)

— Hévezetési iteracié (i)

— Kopdsi iterdcié (j)
» Kontakt iteracié (k)

Pprn, nyomas, u elmozduldsmezo,

C érintkezési tartomédny kiszamitasa

a végeselem h&alé moédositasa

res! — ey

Ha | =) |CB < 71¢B igaz, akkor kilépés az iteracidobdl
Tcs
k=k+1

Adott: w](vtflm) ha j#1

vagy
w?'=0 ha j=1
n(.HAt) kiszamitasa , v; = rw

(t+At)

wj(-HAt) kiszamitasa, kezdeti hézag modositasa h§t+m) =h+w,

/wy_tm)dA— / w](~t+At)dA
Ha <) (4e) < Ty igaz, akkor J := j, és
/ wiAYdA kilépés az iteraciébol

(Ac)

j=j+1
At) _ t+At)
RUFAD — b

A T® hémérséklet mezd stszamitésa az 1j végeselem haléra

A T[(:]+At) h&mérsékletet lefré6 paraméterek meghatdrozdsa (s = 1,...,n)

ti—1|| — ||ti
]
il
=141

< 7r igaz, akkor kilépés az iteraciébol

4 id8lépés: 1t =t + AL, 1:=1+1

1. dbra. A szamitds algoritmusa, ahol p,, az érintkezési nyomds, u az elmozdulas
mez06, C' a tényleges érintkezési tartomény, r(czzg az i-edik iteracids ciklusban az
(t+A8) (t+a)

érintkezési tartomany hatarahoz mutaté helyvektor, w; , Vj €s pn ;

j-edik iterdcids ciklusban a t + At id6pillanathoz tartozo kopas, relativ sebesség
és érintkezési nyomds értéke, h a testek kozotti kezdeti hézag, h(*T21 a testek
kozotti hézag a t + At idélépésben, T("2 a t + At idépillanathor tartozs
hémérséklet mez& paraméterek, t; az i-edik iteracids lépésben a hémérséklet
paraméterek vektora, Top, T, és Tr pedig az egyes iterdcids ciklusokbdl vald

kilépéshez megadott hibakorlatok.
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megoldashoz p-verzios végeselem modszert hasznaltunk, az érintkezési feladat
szédmitdsandl az 1dgynevezett kombindlt mddszer (augmented Lagrangian)
keriilt felhasznéldsra. A testek geometridja folytonos, magas fokszdmu
polinomokkal keriil leirdsra. Feltételezett, hogy a kopds Archard kopési
torvénye szerint megy végbe. A kapcsolt kopdsi-hétani-mechanikai feladatndl
anyagallandok homérséklettdl valo fliggésétdl eltekintiink. A szamitdsokat sajat
fejlesztésli szamitogépes programmal végeztiik. A kapcsolt feladat vizsgédlatara
a mechanika varidciés modszerei, a végeselem-médszer modern irdnyai, a
numerikus matematika eredményei nyertetek felhasznaldst.

4. Uj tudomanyos eredmények
Az 1j tudoményos eredményeket a kovetkezo pontokban foglaljuk Gssze:

1. Az érintkezési tartomdany hatardnak megkeresésére geometriai alapokon
nyugvo 1j médszer keriilt bevezetésre.

A vélasztott varidcids elvbél kdévetkezd megolddsi médszer miatt a
testek kis mértékben egymasba hatolnak. Ennek kovetkezményeként
a testek konturjai az érintkezési tartomany hatdaran metszik egymast,
azaz a hatarpontok megkeresése egymastol fliggetleniil felirt magasabb
foku algebrai egyenlet kozelité megoldasara vezethetd vissza.

2. Az érintkezési tartomany szélére elhelyezett a hatarpontot kettésen
atoleld kisméreti elemekkel az elvileg nem analitikus megoldashoz tartozd
kozelité megoldas igen kismértékii fesziiltségi oszcillaciot eredményez {6}.

Az érintkezési tartomany hatdra az elmozduldsmezé szempontjabdl
egy nem analitikus pont. Az elmozdulds mez8t szakaszonként (ele-
menként) Legrende polinomokkal jellemzett analitikus fliggvényekkel
kozelitjiik az elemek kozotti CO osztalyt folytonossigot megkdvetelve.
A tényleges érintkezési tartomédny hatardra iteraciéval elhelyezett
csomépontok biztositjak a derivéaltak szakadasat. Az iterdcié soran
egyre kozelebb kertilink a tényleges hatdarhoz a valasztott kozelités
fokszamatdl fliggd mértékben. Az érintkezési tartomany szélére elhe-
lyezett kisméretli elemek hasznalatdval az oszcillacié nagymértékben
lecsokken.

3. A testek kozott kialakulé kopds miatt az érintkezd feliiletek alakja
valtozik. FEnnek leirdsdra szolgalé Legrende polinomokat felhasznald
sorbafejtés egytitthatéit a legkisebb négyzetek moddszerével hatarozzuk
meg biztositva a ténylegesen kialakuld érintkezési tartomany széli kopas
eltlinését és ezzel a kopasi alakot leird fiiggvény oszcillacié mentességét.
A kopés a végeselemes hdlé médositasat okozza.



A végeselem halét a kopasnak megfelelden moédositani kell. A
kopasértékek az érintkezés-elvallds feltételének ellendrzése céljabdl
diszkrét pontokban, nevezetesen az érintkez$ elemek integralasi
pontjaiban (Lobatto pontok) keriilnek kiszdmitdsra. A testek
geometridjat a Legendre polinomokat is felhasznalé alakfiiggvényeken
keresztiil irjuk le illetve kozelitjik. A modositdst csak azon a
peremszakaszon végezziik el, ahol a feliiletek ténylegesen Osszeérnek,
azaz kopés tortént.

4. Az id6ben nemlinedrisan lejatsz6d6 kopési folyamatot idélépésenként
alkalmazott bels6 iteraciéval oldjuk meg a kopési kiilonbségekre el6irt
korlat betartasaval. Az id6lépés maximalis értéke numerikus kisérletek
alapjdn nyer meghatdrozast {2}, {3}, {8}.

A kopési folyamat nemlinearitdsa miatt egy id6lépésen beliil iteracidkat
alkalmazunk a kopds szamitdsdra. Az iteracion beliil megoldjuk az
érintkezési feladatot, majd a nyomaéaseloszlas ismeretében kiszamitjuk
a kopdst. A kopott feliilettel Gjra megoldjuk az érintkezési feladatot,
és tjra kiszamitjuk a kopast az eredeti feliileten. Fzt addig ismételjiik,
amig két egy mast kdvetd iterdcids 1épésben kapott kopas kiillonbsége
egy elore adott hibahatar ald nem csokken. Az id6lépés nagysdgat
nem valaszthatjuk meg tetszolegesen, tul nagy id6lépések esetén
oszcillacidk 1éptek fel az érintkezési feladat megolddsa sordn az
elmozduldsmezdben.

5. A p-verzi6ju szamitashoz rendelt, Legrende polinomokat felhaszndld
homérséklet mezo6 kozelitéséhez, a kopas miatt valtozé haléhoz tartozdéan
egy eljaras keriilt kifejlesztésre, a régi halérél az Uj haléra torténd
atszamitassal jaré megvaltozott hémérsékleti sorbafejtési paraméterek
meghatarozasara a hibanégyzet minimum elve alapjan. Az elv barmilyen
skaldr mezé dtszémitdsira alkalmazhaté a p-verzidji kozelités soran {1},

{5},

A hévezetési feladatot idélépésenként lehet megoldani. Figyelembe
kell venni, hogy a kopéas szamitdsanal kopasi iteraciénként a végeselem
hélé modosul. A hévezetési feladat megolddsahoz ugyanakkor
ugyanazon a végeselem halon kell megadni a homérséklet mezét.
Emiatt a homérséklet mezoket azonos haléra kell transzformaélni,
atszadmitani. Az eljards sordn, amikor a halén egy pont globalis
koordinataibdl szeretnénk meghatarozni a lokalis koordinatakat és
a pontot tartalmazé végeselemet, szintén csak a probalkozasra
hagyatkozhatunk. Az altalunk kidolgozott algoritmus segitségével par
lépésben megtalaljuk a keresett végeselemet. Az algoritmus nagyon
elonyos numerikus integralas sorédn.

6. Az operdtor hasitds modszerével algoritmus keriilt kidolgozéasra a csatolt
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kopasi-hovezetési-érintkezési mechanikai feladat p-verziéju végeselem-
moédszeres megoldasara. A szamitas Osszehangoltan kezeli az érintkezési
feladat megoldédsat, a kopas szamitasat, és a hovezetési feladat megoldédsat.
Iteracios ciklusok alkalmazasdval biztositott egy iddélépésen beliil az
elmozduldsmezd és a hémérséklet mezd konvergencidja {3}, {4}, {7}.

Publikacidk az értekezés témajaban

Idegen nyelvii folydiratban megjelent szakcikk:

{1} B. Pere, 1. Paczelt: A mapping technique for a heat conduction problem

on moving mesh using the hp-version of the finite element method, Journal
of Computational and Applied Mechanics, Vol. 3, no. 2 (2002), 169-191

Magyar nyelvi folydiratban megjelent idegen nyelvii szakcikk:

{2}

B. Pere, 1. Péaczelt: Modelling of wearing problem coupled with heat
generation, GEP, L. évfolyam 5. szam, 1999, 27-30.

Teljes terjedelemben megjelent idegen nyelvii konferenciaelfadas:

{3}

{4}

{5}

I. Paczelt, B. Pere: Investigation of contact wearing problems with hp-
version of the finite element method, Thermal Stresses 99, Proc. of the
Third Internat. Congress on Thermal Stresses, Cracow, Poland, 1999,
81-84.

B. Pere: Investigation of coupled thermo-mechanical problems
with hp-version of the finite element method, MicroCAD ’2000
International Computer Science Conference, Section M: Applied
Mechanical Engineering Sciences, Miskolc, February 23-24, 2000, 127-132.

B. Pere: Modelling of the coupled thermo-mechanical contact problem
using hp-version of the finite element method, MicroCAD ’2001
International Computer Science Conference, Section N1: Applied
Mechanical Engineering Sciences, March 1-2, 2001.

Idegen nyelvii konferenciael6adas absztrakt:

{6}

B. Pere, 1. Péczelt: Solution of coupled thermo-mechanical contact
problem wusing the hp-version of the finite element method, Book of
abstracts, Numerical Methods and Computational Mechanics, July 15-
19, 2002, University of Miskolc, Hungary, Miskolc, 212-214.
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Magyar nyelvii konferenciael6adas absztrakt:

{7} Pere B., Péczelt 1.: Hifejlédéssel pdrosuld kopdsi folyamatok modellezése,
VIII. Magyar Mechanikai Konferencia, Miskolci Egyetem, Miskolc,
1999.08.30-09.1., 114.

{8} Pere B., Erintkezési feladat és kopdsi folyamat szdamitdsa hp-verzids
végeselem modszerrel, 1X. Magyar Mechanikai Konferencia, Miskolci
Egyetem, Miskolc, 2003.08.27-08.29., 90.

6. Eredmények hasznositasa, tovabbi kutatasi
feladatok

A disszertacié p-verziéju végeselem-moddszer felhaszndldasaval forgastestek
kozotti kopasi feladatok szimulacidéjara ad elméleti megkozelitést és az
elkészitett szamitégépi program segitségével numerikus tapasztalatokat. A
gépészeti berendezések iizemeltetésénél jelentkezo6 kopasi, héfejlédési folyamatok
vizsgdlata a gyakorlat szédméra nagy fontossiaggal bir. A szamitégépes
vizsgalatok elGjelzést adhatnak a szerkezet tényleges viselkedésére. A
dolgozatban targyalt modszer alkalmazhatésdgéanak kibévitéséhez tovabbi
vizsgalatok sziikségesek. Eddig csak homogén, izotrép testeket vizsgaltunk,
az anyagtorvény moédositdasaval a moddszer kiterjesztheté ortotrép anyagokra
is. A kopas szamitasandl nem vettiikk figyelembe a két érintkezo feliilet
kozott mozgd, a kopds sordan keletkezett szemcséket. Ez a feliiletek kozotti
anyagréteg médositja az érintkezési feladat és a hovezetési feladat megoldéasat.
A feladat szamitégépes megoldédsa hosszadalmas az egymésba dgyazott iteracids
ciklusok miatt. Erdemes lenne megvizsgalni, hogy parhuzamos programozas
alkalmazasaval miként lehetne gyorsitani a feladat numerikus megoldasat.

Hivatkozasok

[1] HERTZ, H.: Uber die Beriihnung fester elastischer Korper Journ. fiir reine
und angew. Math (Crelle), 92 (1882), 156

[2] SIGNORINI, A.: Questioni di elasticiti non linearizzato o semilinearizzata,

Rend. di Matem. e. delle suo Appl., 18, (1959), 17-31.

[3] FICHERA, G.: Problemi elastostatici con vincali unilaterali: il problema di
Dignorini con ambigue condizioni al contorno, Mem. Accad. Naz. Lincei,
Ser. 8, 7, (1964), 91-140



[4]

[15]

15

CHAN, S. K. AND TuBA, I. S.: A finite element method for contact
problems of solid bodies, Part I., Part II., International Journal of
Mechanical Science, 13, (1971), 615-625, 627-639

FRANCAVILLA, A. AND ZIENKIEWICZ, O. C.: A note on numerical
computation of elastic contact problems, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 9, (1975), 913-924

Smmo, J. C. AND WRIGGERS, P. AND TAYLOR, R. L.: A perturbed
Lagrangian formulation for the finite element solution of contact problems,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 50, (1993),
163-180

Hucues, T. R. J. AND TAYLOR, R. L. AND KANOKNUKULCHAI,
W. A A finite element method for large displacement contact and
impact problems, In K. J. Bathe, editor, Formulations and Computational
Algorithms in FE Analysis, MIT Press, Boston, (1977), 468-495

PAczeLT 1. A végeselem-mddszer modellezési kérdései, hibaanalizis,

Miskolci Egyetemi Kiadé, Miskolc, (1994)

WRIGGERS, P.: Computational contact mechanics, John Wiley & Sons,
LTD, (2002)

SzABO, B. AND BABUSKA, 1.: Finite element analysis, John Wiley & Sons,
New York, 1991.

GABBERT, U. AND  GRAEFF-WEINBERG, K.: FEine ph-
Elementformulierung fur die Kontaktanalyse, Z. angew. Math. Mech.,
74(4), (1994), 195-197.

VOLPERT, Y., SzaBO, T., PAczeLT, 1. and SzABO, B.: Application

of the space enrichment method to problems of mechanical contact,
Finit. Elem. Anal. Desig., 24, (1997), 157-170.

PAczerr, 1., SzaBO, B. AND SzaABO, T.: Solution of contact problem
using the hp-version of the finite element method, Int. J. of Comp. and
Math., 38, (1999), 49-69.

VARrRADI, K. AND NEDER, Z. AND FRIEDRICH, K. AND FLOCK,
J.: Numerical and finite element contact temperature analysis of real
composite-steel surface in sliding contact, Tribology International, 11, 31,
(1998), 669-686

VARADI, K. AND NEDER, Z. AND BERCSEY, T. AND STEINHILPER, W.:
Contact and Thermal Analysis of the Wear Process in Linear Bearings,
Tribology Transactions, 41, (1998), 11-18



16

[16]

[17]

[18]

[27]

(28]

KozAk 1., BEDpA GY.: Rugalmas testek mechanikdja, Miiszaki
Koényvkiads, Budapest, (1987)

ARCHARD, J. F.: Contact and rubbing of flat surfaces, Journal of Applied
Physics, 24, (1953), 981-988

B. PERE, I. PACZELT: Modelling of wearing problem coupled with heat
generation, MicroCAD ’99 International Computer Science Conference,
Section M: Mechanical Engineering Sciences, Miskolc, February 24-25,
1999, 129-134.

SARACIBAR, C. A.:. On the numerical modeling of frictional wear
phenomena, Computer methods in applied mechanics and engineering, 177,

(1999), 401-426

ZMITROWICZ A.: Variational formulation of contact, friction and wear
problems, Gdansk, (1999)

KozAk I., BEpA GY. ES VERHAS J.: Kontinuummechanika, Miiszaki
Kényvkiadé, Budapest, (1986)

STROMBERG, N.: Finite element treatment of two-dimensional
thermoelastic wear problems, Computer methods in applied mechanics and
engineering, 177, (1999), 441-455

CARSLAW, H. S. AND JAEGER, J. C.: Conduction of heat in solids, Oxford
University Press, London, (1959)

Lewis, R. W., MoORGAN, K., THoMAS, H. R. AND SEETHARAMU, K. N.:
The finite elementmethod in heat transfer analysis, John Wiley & Sons,
Chichester, 1996.

B. PERE, 1. PACZELT: A mapping technique for a heat conduction problem
on moving mesh using the hp-version of the finite element method, Journal
of Computational and Applied Mechanics, Vol. 3, no. 2 (2002), 169-191

ZHU, Y. Y., ZACHARIA, T. and CESCOTTO, S.: Application of fully

automatic remeshing to complexr metal-forming analysis, Comput. Struct.,
62(3), (1997), 417-427.

TRADEGARD, A., NirLssoN, F. and OSTLUND, S.: FEM-remeshing
technique applied to crack growth problems, Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg., 160, (1998), 115-131.

BROKKEN, D., BREKELMANS, W. A. M. and BaAuEens, F. P. T.:
Numerical modeling of the metal blanking process, J. of Mater. Proc. Techn.,
83, (1998), 192-199.



17

[29] BROKKEN, D., BREKELMANS, W. A. M. and Baauens, F. P. T.
Predicting the shape of blanked products: a finite element approach, J. of
Mater. Proc. Techn., 103, (2000), 51-56.

[30] HAMEL, V., ROELANDTA, J. M., GACELB, J. N. and ScHMITB, F.:
Finite element modeling of clinch forming with automatic remeshing,
Comput. Struct., 77, (2000), 185-200.

[31] LINDGREN, L.-E. and HAGGBLAD, H.-A.: Automatic remeshing for

three-dimensional finite element simulation of welding, Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg., 147, (1997), 401-409.

[32] PAczELT, 1. AND PERE, B.: Investigation of contact wearing problems
with hp-version of the finite element method, Thermal Stresses 99, Proc.
of the Third Internat. Congress on Thermal Stresses, Cracow, Poland, 1999,
81-84.



