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Témavezetoi ajanlas
Gurka Dezséné Csizmés Edit
doktorandusz részére

Gurka Dezs6né Csizmés Edit doktorjelolt hallgaté dolgozataban egy hosszabb és tobb
kérdésre is kiterjed6 kutatéi munka eredményeit foglalta ossze. Mélyebben megismerte és
elemezte a sztochasztikus modellezés és optimalizalas modszereit és azokat toébb gyakorlati
feladatban is sikerrel alkalmazta. Ezen teriiletek kozé tartozik a kopula fiiggvényekkel valo
tobbdimenzids eloszlasok modellezése, ennek alapjan szcenéarié generalasok, az Osszefiig-
gések hatasanak vizsgdlata a kockazati mutatdkra, valamint sztochasztikus optimalizalasi
feladatok hangolasa, tovabba az hidanyos adatok potlasa forrasadatok esetében.

A PhD képzés alatti tapasztalatok alapjan Gurka Dezsoné Csizmas Edit munkaja jol
mutatta, hogy

- igényes és pontos a munkavégzés soran,

- rendkiviili meghizhatésag jellemzi,

- kiilon dicsérendd, hogy doktoranduszi képzését az oktatéi munkdjaval parhuzamosan

végezte,

- t6bb kutato csoport témajaban is részt vett,

- tobb 6nallé otlettel gazdagitotta az indulé munkaterveket,

- kutaté munkdjat kitartas és céltudatossag jellemzi.

Gurka Dezsoné Csizmés Edit jol teljesitette az el6irt tanulméanyi kotelezettségeket és terv
szerint, tudatosan fejlédstt a publikéciés teljesitmény teriiletén is. Osszesen 56, a dolgo-
zathoz kapcsoloddan 21 publikaciéban szerepel szerzoként, melyek kozott vannak Q1-es,
Q2-es és IF jelzést folyoirat cikkek is. Emellett mindenképpen kiemelendd, hogy igen
nagy szamu konferencia publikaciot is teljesitett.

Az elkészitett dolgozataban egyensulyt teremtett az elmélet és a gyakorlat kozott, az
elméleti elemzések eredményeit mintarendszerekben implementalta és tesztelte.

A jelolt eddigi eredményei és habitusa alapjan tamogatom a nyilvanos védés megindita-
sanak az engedélyezését és a nyilvanos vita megszervezését.

Miskole, 2023.02.20.

Prof. Kovacs Laszlo
témavezetd
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Témavezetoi ajanlas
Gurka Dezséné Csizmés Edit
doktorandusz részére

Gurka Dezsoné Csizmas Edit PhD dolgozataban tobb téman keresztiil is a bizonytalansag
altal okozott problémék kezelésével foglalkozik.

A valészintiséggel korlatozott optimalizalasi feladatok megoldasahoz kapcsolédd hozza-
jarulasainak fontos szerepét emlitem meg eloszor. Egy kiindulé megengedett megoldas
keresésére és a Genz-kod pontossaganak dinamikus szabalyozésara dolgozott ki eljarast.
Egy maésik sztochasztikus optimalizdlasi probléma a portfolié optimalis megvalasztdsa-
hoz kotédik. A probléma megfogalmazésahoz a masodrendi sztochasztikus dominancia
szerepel feltételként. Mintagenerdlassal tamogatta a portfolié megvalasztasanak robusz-
tussagat, kétfajta megoldési algoritmus esetében is. Az is bemutatéasra keriilt kopulakkal
kapcsolatosan, hogy milyen modellezési lehetdséggel birnak és milyen szerepet jatszanak
a portfolié kockazatanak szamszerisitésében.

A hidnyzo6 adatok szinte minden adatokra épiil6 eljarasban problémat jelentenek, igy kii-
londsen fontos ezek potlasa. Erre a problémara relevans valtozok alapjan imputalasi méd-
szereket dolgozott ki, amelyek jobbnak bizonyultak az R programcsomagban implementalt
modszereknél. Egy masik eredménye pedig a szimulacidk alapjan valo prefix-faban térolas
koltségének becslése.

Az egyiittmiikodésiink sordn, kiemelendének tartom a kutatéi kivancsisagat, a jo és 1j
szempontokat elévezetd kérdéseit, kitartasat, valamint azt, hogy nem egy kutatési irany-
nak kotelezte el magat, hanem 1j kutatasi kérdések, kihivasok megoldéasait is kereste.
Nagyon elonyos tulajdonsdga, hogy tobb kutatocsoportba is be tudott kapcsolédni a ku-
tatomunka elosegitésével.

A jelolt osszesen 56 publikacioval rendelkezik, a dolgozathoz kapcsoléddéan 21 publika-
ciéban szerepel szerzoként, melyek kozott vannak Ql-es, Q2-es és IF jelzési folydirat
cikkek is. Megjegyzendd, hogy tovabbi kutatasi eredményei is vannak a disszertaciéban
foglaltakon kiviil is. Vannak olyanok is, amelyek még publikdlasra varnak.

A jeloltet a disszertacidja alapjan, a publikaciok alapjan és a személyes kozos kutatési
tapasztalatok alapjan tamogatom a doktori cim megszerzésében.

Budapest, 2023. 03. 03.

Dr. Kovacs Edith Alice
tarstémavezetd
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Ko6sz6n6m munkahelyi témavezetomnek, Vajnai Tibor professzor urnak tamogatésat, és
hogy megismertette velem a kopuldkkal valé modellezés lehetoségeit.

Ko6szonom témavezetémnek, Kovacs Laszld professzor tirnak a sok szakmai segitséget és
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Kiilon koszonom Fabian Csaba professzor turnak, hogy részt vehettem az altala veze-
tett kutatécsoport munkdjaban és a sztochasztikus optimalizalasi fejezet elkészitésében
szakmai tanacsaival segitette munkamat. Ko6szonom tiirelmét és optimizmusat, amivel
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Halas vagyok csaladomnak, kiilondsen gyerekeimnek, akik motivaltak és szeretettel, tiire-
lemmel mellettem alltak a kutatémunkam és az értekezés elkészitése soran.
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1. fejezet

Bevezetés

Egy vagy tobb esemény bekovetkezésének kornyezetérdl rendelkezésiinkre all6 informaci-
6k gyakran hidnyosak. Ez torténhet példaul a hidnyos adathalmazok miatt vagy példaul
a jovOoben torténd események bizonytalansaga miatt. A bizonytalansidg kezelése fontos
feladat, célunk olyan modellek kidolgozédsa, amelyek segitségével szimuldlni tudjuk a le-
hetséges eseményeket, megbecsiilhetjiik kiillonb6z6 események valdszintiségét. Ilyen médon
olyan informéaciokhoz juthatunk, amelyek el6segithetik a 7j6” dontések meghozatalat.

Dolgozatomban egyrészt bizonytalansag melletti optimalizalasi feladatok megoldédsat
vizsgaltam, kiilonb6z6 modszereket dolgoztam ki és teszteltem. Ezek érintik a kiinduld
megengedett megoldasok meghatarozasat és a pontossag szabdlyozasat a valészinliségma-
ximalizalasi feladatok megoldasa soran. Ezen kiviil kidolgoztam tébbdimenzids eloszlasok
modellezését kopulakhoz kapcsoléddan és ezek felhasznalasabdl szarmaztatott szimulaci-
okat és szcenariok generdlasat. Legfrissebb kutatdsaim a hidnyzo adatok pétlasara ira-
nyultak. Ezen a teriileten kifejlesztettem egy valdszintiségi gépi tanulasi eljarast, amely a
relevans valtozok alapjan becsiili meg a hianyzo értékeket. Egy mésik problémakor, ahol
szimulaciés eljarast terveztem és alkalmaztam a prefix-fa alapt taroldas hatékonysaganak
koltségelemzése volt a fa méretére vonatkozoan.

A dolgozatom a bevezetd utan négy fejezetet tartalmaz. Mindegyik fejezet tartalmazza
a fejezet témajahoz szigorian kapcsolédo fogalmakat és a kapcsolatos munkékat, tovabba
kiemelésre keriilnek az eredmények és a tézisek.

Az els6 fejezet a sztochasztikus optimalizalashoz kapcsolédik, nevezetesen valdsziniiség
maximalizdlassal foglalkozom.

A masodik fejezetben az adatgeneralas és szimulacio jatszik fontos szerepet. Ezek
kidolgozasaval portfélick optimalizalasaval, illetve portfélick kockazatanak elemzésével
foglalkozom.

A harmadik részben a hianyzé adatok pétlasara kidolgozott specidlis valdszintiségekre
épiilo gépi tanulasi eljarast mutatom be.

A negyedik részben a prefix-fa alapt tarolas koltségelemzésével foglalkozom a fa mé-
retére vonatkozoan.



2. fejezet

Sztochasztikus optimalizalas

Az alkalmazasokban gyakran fordul el6 olyan feladat, ahol tgy kell optimalizalnunk,
hogy bizonyos feltételek, megkotések egy meghatarozott nagy valdszintiséggel teljesiil-
jenek. FEzeket a feladatokat nevezziik valészinliségi korlatos feladatoknak. Egy korai
klasszikus alkalmazds szavasmarha takarmanyozdsra Van de Panne és Popp [117] mun-
kaja. A viziigyi feladatokban is gyakran alkalmazzak, példaul viztarozok méretezésére
és mitkodtetésére uttoro projektekrdl szamol be Prékopa és Szantai a [82, 84| cikkekben.
Tovébbi viziigyi alkalmazdsok Morgan és munkatarsai [68] és Van Ackooij és munkatarsai
[116] publikécisiban taldlhaté. Vegyipari alkalmazdsrol szamol be Henrion és Moller a [42]
cikkben. Egy korai klasszikus energetikai alkalmazas a STABIL modell, amelyet Prékopa
és munkatarsai dolgoztak ki [81]. Egy djabb energetikai alkalmazds Van Ackooij [111]
cikkében talalhato.

Az infokommunikécids technologiak fejlédésével 1ij alkalmazési teriiletek jelentek meg,
példaul az intelligens halozatok és a kozlekedési rendszerek témakorében. Ezen teriiletek
gyors fejlodése sziikségessé teszi olyan mddszerek kidolgozasat, amelyekkel valdszintiségi
korlatokat tudunk kezelni.

A valdszintiségi korlatok elméletének jo attekintését és az algoritmikus eljarasok bemu-
tatasat Prékopa [78, 79] és Dentcheva [20] publikédcidiban taldljuk. A valészintiségi korla-
tokkal (részben) foglalkozé tovabbi monografidk Kall és Mayer [48], Mayer [64], Dentcheva
[19] és Mayer [63], ahol az utébbi inkdbb az algoritmusokra koncentral.

A kovetkezokben bemutatédsra keriilé véletlenitett eljaras soran alkalmazott mddszerek
az [S4, Sb, S8, S11] cikkekben jelentek meg és ott részletesen kifejtésre keriiltek.

El6szor bemutatom, milyen tipust problémakkal foglalkoztunk, majd ezen valdszini-
séggel megfogalmazott modellek és megoldd eljarasok rovid torténete és a p-efficiens pont
megkozelitések keriilnek bemutatasra. Ezutan ratérek Fabian Csaba vezette kutatdcso-
port altal kidolgozott és vizsgalt valdszinliség maximalizalasi feladat véletlenitett eljaras-
sal torténo megoldasi mddszerének ismertetésére. Ezen beliil részletesen bemutatom a
sajat eredményeimet. Egy szemléletes bemutatdssal kezdem, majd részletesen kifejtésre
keriilnek az elvégzett kisérletek és ezek elméleti aldtamasztdsa. A dolgozat ezen része a
mobdszer fejlesztésének kiilonbozo és egyre hatékonyabb dllomasait mutatja be. Végiil a
pontossagszabdlyozasra végzett kisérleteimet ismertetem.
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Tekintsiik a kévetkezo tipusi valdszintiséggel korlatozott feladatot:

P(g(z,€) <0) > p, (2.1)

ahol g : IR" x IR™ — IR* egy leképezés, & € IR™ egy véletlen vektor a hozzd tartozé P
valdszintiségi mértékkel és p € [0, 1] a felhasznalé dltal meghatarozott valésziniiség, aminél
nagyobb vagy egyenl6 valdszinliséggel teljesiilnek az egyenlotlenségek. Ha k > 1, akkor
gyakran hasznaljuk az egyiittes valosziniségi korlat terminoldgiat is, mivel azt szeretnénk,
hogy a g(z,&) < 0 véletlen egyenlStlenségrendszer elég nagy valdsziniiséggel teljesiiljon.

Két dltalanos optimalizalasi problémaval fogunk a tovédbbiakban foglalkozni a (2.1)
egyenlotlenséghez kapcsoloddan, nevezetesen a valdszintiségi fiiggvény maximalizalassal
és egy klasszikus optimalizaldsi probléméval a (2.1) korlatozés alapjan. Ezek a kovetkezd

forméaban irhatdk fel:
max P(g(z,€&) <0)

(2.2)
ze X
és
min ¢’z
P(g(z,£) <0) > p (2.3)
ze X

ahol X egy konvex kompakt halmaz.

Szamos alkalmazasban X = {x € IR™ : Ax < b} poliéder.

Feltételezziik, hogy & folytonos eloszlasu és stirtiségfiiggvénye logkonkav, valamint hogy
g rendelkezik altaldnositott konkavitasi tulajdonsagokkal.

Ezen feltételek mellett:

x> ¢(x) = Pg(z,£) <0) (2.4)

leképezés is rendelkezik éltaldnos konkavitdsi tulajdonsagokkal (14sd. Prékopa [78] kony-
vének 10.2 fejezete). Ezen konkavitdsi tulajdonsdgok mellett a (2.2) és a (2.3) problémék
konvex optimalizalasi probléméak lesznek.

Jelen dolgozatban azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor
9(x, &) =& — T, (2.5)
ahol 7" matrix. Ekkor a (2.2) és (2.3) problémak a kiévetkezok lesznek:

max P(Tx > §) 26
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¢és a valoszintiséggel korlatozott probléma
min ¢’z
P(Tz>¢&) >p (2.7)
Az <b

ahol a dontési vektor: . Adottak az A, T matrixok és a b, c megfelelé méretii vektorok. A
két sztochasztikus programozasi feladat kiilonbéz6 modon tartalmazza a véletlenszertisé-
get. Az els6 tipusu feladatndl a cél a valdszinliség maximalizdlasa, mig a masodik tipusu
feladatnal megkotjiik, hogy a feltételek adott, egyhez kozeli p valészintiséggel teljesiiljenek.
Mindkét esetben a & véletlenvektor eloszlasa ismert és az alabbi feltételeket teljesiti:

1. a megengedett tartomanyok nem iiresek és korlatosak,

2. a & folytonos, létezik stirtiségfiiggvénye és az logkonkav.

A miésodik feltételbdl, felhasznalva Prékopa Andras eredményeit, kévetkezik, hogy a
kumulativ eloszldsfigguény F(z) = P(z > &) logkonkdv. Ez egy fontos tulajdonsag, amit
fel fogunk hasznélni.

2.1. A valosziniiséggel megfogalmazott modellek és megoldo
eljarasok rovid torténete

A valészintiséggel megfogalmazott modell Prékopa Andrés korai eredménye a [73] cikk-
ben, ahol olyan programozasi feladatokkal foglalkozik, amelyekben bizonyos paraméterek
véletlenek, azonban ismerjiik a varhatoértékiiket, szérasukat és kovarianciajukat. Ezek
alapjan az optimélis célfiiggvényérték eloszlasat jellemzi, lehetové téve konfidenciainter-
vallum szerkesztését.

A valészintiségi korlatok melletti programozéast, mint bizonytalansag melletti dontési
modellt Charnes, Cooper és Symonds a [13] cikkben vezette be. Ebben a cikkben a szerzék
erre a modellre és annak véltozataira, valamint a [12] cikkben bemutatott kiterjesztésekre
a wvaldsziniiséggel korlatozott programozds (chance constrained programming) kifejezést
hasznaljék.

Ezek a korai valdszintiséggel korlatozott modellek azonban egyedi valdsziniiségi korla-
tokon (individual chance constraints) alapultak, azaz a (2.3) probléma tipust megszorités
helyett a kovetkezo tipust megszoritasokat hasznaltak:

P(gi(x,6) <0) >p;, i=1,....k (2.8)

Egy & véletlen jobboldali vektor, amely sztochasztikusan fiiggetlen komponensekkel
rendelkezik, valészintiségi korlatok mellett valé programozasaval (ahogyan az a (2.7) fel-
adatban 4ll), elészor Miller és Wagner [65] foglalkozott.

Az altaldnosabb (2.3) problémét, ahol a & sztochasztikusan fiiggd komponensekbél &ll,
Prékopa Andras [74, 76] vezette be, majd 6 és kovetsi tovabb vizsgalték.
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A valészintiségi korlatok numerikus kezelésében jelentos 1épés volt, amikor a logkonkav
mértékek elméletén alapulé konvexitési dllitasokat Prékopa [75, 77] kidolgozta.

Henrion és munkatérsai tjabb kutatési irdnya (eventual convexity) szerint t&bb olyan
eloszlas is van, amelyre elég nagy valdszintiségek esetén az eloszlasfiiggvény grafja konkav.
A valdszintiségi korlatok konvexitasara vonatkozé legiijabb eredmények megtalalhatok a
[43, 44, 112] cikkekben.

Prékopa és térsai a [81] cikkben kidolgoztak egy (2.7) alaki modellt, a magyar villamos-
energia-szektor tervezési probléméjara (STABIL). Az igy kapott sztochasztikus programo-
zési problémat Zoutendijk [126] megengedett irdnyok mddszerével oldottak meg. Meg kell
azonban jegyezni, hogy Zoutendijk médszere nem konvergal minden koriilmények kozott,
amint azt Topkis és Veinott [105] cikke mutatja.

A valészintiségi korldtos probléméara kidolgoztak vagosikos médszereket is kozelitve az

M(p) == {z € R" : P(g(z, &) <0) > p} (2.9)

szinthalmazt. Prékopa és Szantai mddszere [82] Slater-pontot alkalmaz annak meghaté-
rozaséhoz, hogy hol kell elvégezni a kovetkez6 vagast. (Nevezetesen az M (p) hataranak
és a Slater-pontot az aktudlis proba ponttal 6sszekotd intervallum metszéspontjat keresi
meg.) A mddszer a Veinott-féle [119] cikkhez kapcsolddik.

A STABIL problémédhoz épitett megolddjaban Szantai [104] cikkében Gvatos inter-
vallumfelezé algoritmust fejlesztett ki az M (p) hataran 1évé metszéspont biztonsagos ki-
szamithatok ki tetszoleges nagy pontossaggal.

Szantai egy eljarast dolgozott ki ugy, hogy a Slater-pontot mozgatja a megoldasi fo-
lyamat soran, ami gyorsabb konvergenciat eredményez. Errdl késébb kideriilt, hogy Vei-
nottnak egy kordbban leirt technikajaval megegyezik.

Mayer [63] cikkében kézpontositott vagdsikos mddszert javasolt, Elzinga és Moore [28]
adaptacidjat. A vagosikos modszerek kevesebb iteraciéval konvergdlnak, mint a megenge-
dett iranyok modszerei, mivel a korabbi gradiens informéacié megmarad. Ezek a mdédszerek
nyilvanvaléan megkovetelik, hogy a

¢(z) == P(g(x,€) <0) (2.10)

gradiensét hatékonyan ki tudjuk szamitani.

A ¢ differencialhatésagi feltételeinek azonositasa két f6 kutatasi irany kidolgozasahoz
vezetett. Az els6 irdny nem hasznalja ki a £-rél vagy annak mogottes eloszlasardl szolo spe-
cifikus ismereteket, hanem csak a stirtiségfiiggvényének differencialhatosagi tulajdonsagait
és a g differencidlhatdésagat. A kutatdsi irdnyrél b6vebb informéciék Uryasev [107, 108]
cikkeiben és az azokban 1év6 hivatkozasokban talalhaték. A masodik kutatdsi irany a
& mogottes (underlying) eloszldsénak specifikus ismereteit akndzza ki, és kapcsolatot te-
remt a ¢ gradiensének barmely komponense és a ¢-hez hasonlé mennyiség kiértékelése
kozott. Fzt az irdnyt Prékopa és Szantai a [74, 83, 103] cikkekben, Van Ackooij és Henri-
on a [115] cikkben tartak fel. Ha olyan kifinomult szoftverekkel kombinéljuk, mint példéul
a Genz-kdd [38, 37| tobbvaltozds normélis eloszldsokra, akkor a nagy dimenziés problémék
jelent6s hatékonysdggal megoldhatdk (példaul egy k = 168 esetet vizsgalt Van Ackooij és
Oliveira a [114] cikkben).

A tamaszsik mdédszernél a ¢ kiértékelésének pontatlansagat figyelembe kell venni az
M (p) hatérén 1év6 metszéspont kiszamitasakor.



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS OPTIMALIZALAS 6

A tovébbiakban a p-efficiens pont megkozelitésekkel fogunk foglalkozni.

2.2. A p-efficiens pont megkozelitésekrol

Legyen a g leképezés
9(x,8) ==& — h(z) (2.11)

alaki valamely h(z) vektorértékii fiiggvénnyel. Akkor a P(g(x,&) < 0) valdsziniiségre
eloirt korlatot szétvalaszthatonak mondjuk és

¢(x) = Pg(z,€) <0) = Fe(h(z)) (2.12)

tulajdonsagai kozvetleniil kapcsolédnak az Fe tobbvéltozos eloszlastfiiggvényéhez.

Ebben a kornyezetben Prékopa 1j megoldo eljarast dolgozott ki ezekre a feladatokra,
amely a p-efficiens (pLEP) pontokon alapszik. A p-efficiens fogalmat a [86] cikkben vezette
be és elméletiiket targyalta. Az alabbiakban a fogalmat és a hozza kapcsoldédd elméletet
tekintjiik at és ezen a teriileten elért tovabbi eredményeket.

megkozelitést dolgozott ki az tigynevezett p-efficiens pontok fogalmanak bevezetésével
[86], amely fogalmat az aldbbiakban definidlunk:

Egy z pont akkor és csak akkor p-efficiens, ha F; £(z) > p és nem létezik olyan 2/, hogy

2 <z 2 #z F 5(2’/ ) > p. (Folytonos esetben ezek a pontok a szintvonalon vannak.)

Prékopa, Vizvari és Badics [85] ezt a koncepciét alkalmazza a (2.7) tipusu feladatok
megoldasaban, ahol a véletlen paraméterek diszkrét véges eloszlasiak. Eloszor felsoroljak
az Osszes p-efficiens pontot és ezek alapjan a probléma konvex enyhitését javasoljak. Az
enyhitett valészintiségi korlat egy z pont 1étezését irja el a p-efficiens pontok konvex bur-
kéban tgy, hogy h(z) > z teljesiil. Az enyhitett problémat ezutén linearis programozasi
problémaként irjak fel és oldjék meg.

Dentcheva, Prékopa és Ruszezynski [23] olyan (2.7) tipusi problémékat vizsgél, ahol
a véletlen paraméterek egészértékiiek. Bebizonyitjak, hogy a valdszinliségi megszoritas
konvex, feltéve, hogy a véletlen paraméterek bizonyos altalanositott konvexitasi tulajdon-
saggal birnak. A valdszintiségi megszoritast a kovetkezd formaban fogalmazzak meg:

h(z) > z, (2.13)

ahol z az M (p) szinthalmazhoz tartozik.

A szerz6k megkonstrudlnak egy Lagrange-dudlt a h(x) > z kényszer lazitdsival, és
megfigyelik, hogy a dudlis fliggvény két fiiggvény tsszegére bomlik. Az 6sszeadandé fligg-
vények két egyszeriibb probléma megfelel6 optimalis célérték fliiggvényei:

e az elso segédprobléma egy linearis programozasi probléma;

e a masodik segédprobléma pedig egy linedris fiiggvény minimalizalasa az M (p) szint-
halmazon.

A dudl probléma megoldasa utdn megalkothaté a primal optimalis megoldas. Meg-
jegyezziik, hogy gyakran el6fordulhatnak technikai problémak, amelyeket le kell kiizdeni.
A szerzok egy 1j specialis mdodszert is kidolgoznak, amely elvalasztja a p-efficiens pontok
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generéalasat és a kozelitd probléma megoldasat az ismert p-efficiens pontok alapjan. Az
1j modszer az ugynevezett kupgenerdlas, az oszlopgeneralas régi koncepciojat alkalmazza.
Az egészprogramozassal valé lényeges kapcsolatot Vizvéri a [121] cikkben mutatja meg,
kimutatva, hogy a Lagrange-szorzok egyenlotlenségekkel korlatozott optimalizalasi felada-
tokban val6 alkalmazasa Everett [30] dolgozataval kezd6dott, valamint kapesolatba hozva
a Brooks és Geoffrion [10] cikkével.

Dentcheva, Lai és Ruszczynski [21] kiterjeszti ezeket az eredményeket dltaldnos konvex
problémdkra. A Lagrange-dudlt h(z) > z korlat lazitdsdval allitjak els. A dudlis flige-
vény két fiiggvény osszegére bomlik, mint az el6z6 [23] cikkben térgyalt specidlis esetben.
Az elsé segédprobléma azonban itt egy jol strukturalt konvex programozasi probléma, a
[23] linedris programozasi probléméja helyett. A nehéz rész tovébbra is a masodik se-
gédprobléma, amely az M (p) feletti linedris fiiggvény minimalizéldsa. A szerzék duélis
tipusi moédszert dolgoznak ki, és javaslatot tesznek a primdl megoldas visszanyerésének
modjara. Sot kiterjesztik a kipgeneralasi modszert egy altalanos primal-dual modszerre.

Prékopa [80] cikkében a (2.7) feladattal egyenértékii problémét vesz figyelembe, ahol
a véletlen vektornak folytonos logkonkéav eloszlasa van. Prékopa, Vizvari és Badics [85]
modszerét 6tvozi Szantai [104] tdmaszsik modszerével. Az igy kapott hibrid moédszer
egyidejlileg alkotja meg az M (p) szinthalmaz bels6 és a kiilsé kozelitését. A tamaszsik
modszer a megoldasi folyamat soran p-efficiens pontok generaldsara szolgal.

Dentcheva és Martinez [22] cikkben kidolgozta a fent targyalt [21] dudlis médszer
regularizalt valtozatat.

Van Ackooij, Berge, de Oliveira és Sagastizabal [113] olyan megoldasi keretrendszert
dolgozott ki, amely magédban foglalja és kiterjeszti a kiilonféle meglévé formuldkat.

2.3. Az altalunk kidolgozott epigraf-kozelito modszer
bemutatasa és szemléltetése

A valészintliség maximalizalasi feladatot két részfeladatra bontjuk. A mester (master) egy
linedris programozasi feladat, a javito oszlopok keresése pedig korlatozas nélkiili konvex
minimalizalasi feladat. Az utébbi feladatot megoldé eljarast kutfének (oracle) nevezziik.
Az eljaras iterativ, mindig olyan ujabb prébapontot keresiink, amelynek a felvételével
leginkabb javul a célfiiggvény értéke. Az alkalmazott eljaras a Prékopa-féle dualis megko-
zelités [86] egy mddositott valtozata, amelyben a fiiggvény epigrafjat kozelitjiik, nem pedig
a szinthalmazt. A fliggvény, amelyet kozeliteni akarunk, folytonosan differencialhato.

A [S5] cikkben bels6 kozelitést alkalmaztunk a valdszintiségi fiiggvényre, amit a 2.1.
abra szemléltet. Ez a moédszer pontos, de nagyon munkaigényes. Eldszor kicsi feladato-
kon pontosan szamoltunk, ekkor a futasi id6 nagyon hosszu volt. A moddszer részletes
bemutatasa a 2.4. fejezetben talalhato.

Késobb ugy javitottunk az eljarason, hogy csak kozelitoleg szamitottuk ki az 4j pro-
bapontokat, viszont ezek fiiggvényértékét pontosan szamitottuk ki (2.2. dbra). Ekkor
mar nagyobb feladatokat tudtunk megoldani, de még mindig hosszu volt a futasi id6. A
modszer részletes bemutatasa a 2.5. fejezetben talalhato.

Az [S5] cikkben alkalmazott bels6 kozelités egy véletlenitett valtozatat dolgoztuk ki
és teszteltiik az [S4] cikkben. A mddszer azért jé, mert ha pontatlanul szamoljuk ki a
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2.1. abra. A valdszintliségi fiiggvény bels6 kozelitése

¢lz)

/
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2.2. abra. A valészintségi fiiggvény belso kozelitése egy vagy két 1épés elvégzésével, majd
pontosan szamoljuk ki a fliggvényértéket

gradienseket, akkor is fels6 becslést adunk a fiiggvényre. A probapontok nem pontosan
vannak megallapitva, de ezekben az elcsisztatott pontokban a fiiggvényértékeket elég
pontosan szamitjuk ki (2.3. dbra). A fiiggvényt olyan pontossaggal értékeljiik ki, hogy a
kozelito fiiggvény nagy valdszintiséggel folotte legyen az eredeti fiiggvénynek. A mddszer
részletes bemutatasa a 2.6. fejezetben talalhato.

A tovébbiakban ezeket a fent megfogalmazott megoldasi médokat és az elvégzett ki-
sérleteket mutatjuk be.
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2.3. dbra. A valdszintiségi fiiggvény véletlenitett modszerrel kapott kozelitése

2.4. Oszlopgeneralasi eljaras

El6szor a legegyszeriibb esettel foglalkozunk, amely 2.1. abrdhoz kapcsolédik. Elsoként a
poliéder feletti minimalizalast vessziik figyelembe, mely a (2.6) feladat atfogalmazdsa:

min ¢(7T'x)
(2.14)
Ax < b,

ahol ¢ : IR® — IR egy konvex fiiggvény, amelynek gradiens szamitasa idéigényes. Az
x € IR™, b € IR" vektorok és a T' és A matrixok n X m és r x m méretiiek.
Ebben a részben idealizalt kornyezetben dolgozunk, a kovetkezo feltételezés szerint:

1. Feltevés. Adott z € IR", a ¢(z) figguényérték és a Vo(z) gradiensvektor pontosan
kiszamithato.

El6szor megfogalmazzuk a dudlis probléméat, és megszerkesztjiik a primal és a dual
problémék poliéderes modelljét.

Megjegyezziik, hogy az [Sh]-ben megfogalmazott konstrukciét kévetjik, bar ott ki-
hasznaltuk a valdszintiségi cél monotonitasat és a valtozok felosztasa a z < Tx alapjan
tortént.

A jelenlegi idealizalt kornyezetben a véltozd hasitds (variable split) hagyoméanyos for-
méjat alkalmazzuk. A (2.14) probléma igy irhaté fel:

min ¢(z)
Az —b<0 (2.15)

z—Tax =0.

A (2.15) problémanak van optimélis megolddsa, mivel a (2.14) megengedett tartomanya
korlatos és nem f{ires.
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A —y € IR", —y > 0 szorzovektort bevezetve az Ax — b < 0 feltételhez és a —u € IR”
szorzdvektort bevezetve a z — T'x = 0 feltételhez, a (2.15) Lagrange-dudlisa igy irhaté fel:

max {y"b — ¢*(u)}

(y,u) € D,

ahol ¢*(u) a ¢(z) fiiggvény konvex konjugaltja és

(2.16)

D:i={(yu)eR™|y<0, T"u=A"y}.

A konvex dualitas elmélet szerint ennek a probléméanak van optimalis megoldasa.

Poliedrikus modell

Tegyiik fel, hogy kiértékeltiik a ¢(z) fiiggvényt a z; pontokban (i =0, 1,...,k); bevezet-
jik a ¢; = ¢(z;) jelolést a megfelel6 fiiggvényértékekre. A ¢(.) belsé kozelitése a

k
or(z) = min > Ny, (2.17)
AOy-es Ak i=0
ahol
Ai>0(GE=0,...,k)
k
Yoai=1
i=0
k
Z )\z’zz‘ = Z.
i=0
Ha z pont nincs benne a zy, .. ., zx pontok konvex burkdban, akkor legyen ¢ (2z) := +o0.

A (2.15) probléma poliéderes modellje az aldbbi:

min ¢ (z)
Az —b<0 (2.18)
z—Tx =0.
Feltételezziik, hogy a (2.18) megoldhat, azaz optimuma véges. Ez a kezdeti zo, ..., 2z
pontok megfeleld kivilasztésdval biztosithato. A ¢ (z) konvex konjugéltja
Gr(u) = max {u"zi — ¢i}. (2.19)

Mivel a ¢}(.) a ¢*(.) vagdsikos modellje, a (2.16) probléma poliéderes modellje a kovetkezd
probléma:

max {y"b — ¢ (u)}

(y,u) € D.

(2.20)
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Linearis programozasi formulak

A (2.17)-(2.18) priméal modell probléma a kovetkez6képpen lesz megfogalmazva
k
i=0
N>0 (i=0,....k)

> =1 (2.21)

k
1=0

Ax < b.

A (2.19)-(2.20) dudl modellprobléma, linedris programozési feladatként megfogalmazva,
éppen a (2.21) LP duélja:

max 1 + b’y
y<0
(2.22)
v+ 2zfu< ¢ (1=0,...,k)
~TTu+ ATy = 0.
Jelolje (X, ..., e, T ) és (U, w, 7) a (2.21) és (2.22) problémak megfelel optimélis meg-

oldésait — mindkettd a (2.18) és igy a (2.21) megvaldsithatdsagara vonatkozoé feltételezé-
siink miatt létezik. Legyen tovabba

k
z=> Nz (2.23)
2. Tétel.
ko
(a) ¢(Z) = X ¢\ = V+u'z,
=0

(b) =i (@)

(c) o(Z)+or(u)=u"Z ésigy u szubgradiense a ¢y(.) fiigguénynek a Z pontban,
azaz minden z € IR™ vektorra teljesiil: ¢(z) > ¢n(Z) +u’ (2 — Z).

A fenti tételt az [S4] cikkben bizonyitottuk.
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Az eljaras motivacigja

A szimplex moédszerrel Osszefiiggésben a Markowitz-szabdly az oszlopkivalasztas jol is-
mert és gyakran hasznalt szabalya. A Markowitz-szabdly a legnagyobb redukalt koltségii
vektort valasztja ki.

Az aktuélis modellprobléma optimadlis dudlis megolddsa (azaz drnyékar-vektora) a
(9, w, y) vektor. Adott z € IR™ vektor esetén a z,,, = z 1j oszlopot adjuk hozza
a (2.21) feladathoz. Ez javité oszlop, ha a linedris programozasi feladathoz 1j oszlopként
hozzavéve a célfiiggvényérték javul, azaz az 1j oszlop redukélt koltsége pozitiv.

Egy z vektorbdl szerkesztett 1j oszlop redukélt koltsége definicié szerint az aldbbi
formulabol szamolhaté

p(z) =0 + u'z— p(2). (2.24)

Koénnyen belathatd, hogy a z redukalt koltsége nemnegativ.
Valéban, _
pz) >0+ u'z—¢z) =0 (2.25)

kovetkezik a 2. tétel (a) pontjabdl a ¢r(.) > ¢(.) egyenldtlenséget alkalmazva. Konnyii
belétni, hogy ebben az esetben a redukalt koltséget (2.24) szerint kell szamolni.

2.4.1. A megoldo algoritmusa és egy miikdoképes valtozat megtervezése

Az aldbbiakban ismertetésre keriil6 megoldé mesterfeladat részében egy megengedett kez-
domegoldas keresésére, valamint egy olyan mesterfeladat megkonstrudlasara dolgoztam ki
eljarast, amely a megoldo eljarast a megfelel6 iranyba tereli. Valamint a mesterfeladatot
és a kisérletekhez a futtaté keretrendszert implementaltam.

A megold6 két részbdl all, az egyik a mester (master) feladatot, a mésik a valészint-
ségi fiiggvény adatainak meghatédrozasara szolgdlé kutf6 (oracle) feladatot oldja meg. A
mesterfeladat a (2.21) linedris programozasi feladat. Ennek rajzét a 2.4. dbran ldthatjuk.
Az iteraciok soran a z;, oszlopokkal bévitjiik a feladatot, a kutfonek a zold arnyékar-vektor
keriil atadasra. A célfiiggvény sora feletti reldcids jelek az optimalitas feltételei. A rajzrol
leolvashato, hogy melyik feltételhez melyik dudlis valtozo6 tartozik. A 2.5. dbran a (2.22)
dualis feladat rajza lathaté. Ha a folyamatot a primal szempontbdl kozelitjiik, akkor
oszlopgenerélasi eljaras, ha dual szempontbdl nézziik, akkor vagosikos eljaras.

Az implementalasra Matlabot haszndltunk az IBM ILOG CPLEX (12.6.3. verzid)
optimalizalasi eszkoztarral.

Megoldhat6 mesterfeladat eloallitasa

A mesterfeladatban megfeleléen sok oszlopvektor kell ahhoz, hogy a (2.21) feladatnak le-
gyen megengedett megolddsa. Egy megoldhaté mesterfeladat megszerkesztésére az alabbi
eljarast dolgoztam Kki.

A feladat megoldasa soran standard normalis eloszlast feltételezek. Legyen r a véletlen
vektor komponenseinek szama, ez egyenl6 a 1" métrix sorainak szamaval. Elészor keresek
egy megfelel6 zo € R” vektort, amelyik a primal feladat egy megengedett megoldasa. Ez
a kovetkezo feladat megoldasaval torténik:
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nem negativ
A

N M A H

i 1 1 1 = 1

u | 7 7 -T = 0

0z | vy A < b
Al A Al Il
min | $(zg) (z1) b(z) o

2.4. dbra. A mesterfeladat rajza

max t
1t—-Tzx <0 (2.26)

Ax <b,

ahol t € R és 1 € R" csupa egyesekbodl all6 vektor.

Abban az esetben, ha (2.26) nem megoldhaté feladat, akkor az eredeti feladatnak
sincs megolddsa. Masrészt, ha a célérték nem korlatos, akkor az eredeti feladatban 1
valoszintiség érheto el.

Legyen t* és x* a (2.26) optimdlis megolddsa és legyen zy = Tx*. FEzzel az egy z
oszloppal mar megoldhaté lesz a mesterfeladat. A tapasztalat azt mutatja, hogy az alabb
leirt oszlopok a megfelel6 iranyba terelik a megoldé eljarast.

Legyen Z C R" egy olyan kocka, amelyen kiviili valdszintiségi sily elhanyagolhato.

Mivel standard normalis eloszlassal dolgoztam, az r dimenziés Z kockat az origéra
szimmetrikusnak tekintem. Kisérleteimben olyan kockéaval dolgoztam, amelyre P (Z) = 0,99.
Legyen 2™m®* = (e .. 27M%%) a Z kocka maximélis csicsa. A megoldds meg-

konnyitése érdekében a zy mellett a 2z (I = 1,...,7r), 2.1, 212 vektorok hozzdadasaval
inicializalom a primal feladatot, ahol

max

— max max max max —
2 = (2o, 29,0, 20, L 2o (l=1,...,r),

Z1 = 0, (2.27)

J— max
Rr42 — X2 .
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nem pozitiv

8 o' y
0< | A 1 zg' < |dlzo)
0< | M 1 zy' < |(z)
0< [N 1 %! < |z
-T! Al = 0

] ] Al

max| 1 o b

2.5. abra. A mesterfeladat dudljanak rajza

14

Szemléletesen a probapontok a kiévetkezd pontokbdl tevédnek Gssze: az r darab z

max

prébapont a Z kocka z

pont. Igy Gsszesen r 4+ 2 darab prébapontunk lesz.

z,
o ?."’
/fTo oY
x“/

2.6. dabra. A primél feladat inicializalasdhoz felhasznalt zq, 29, 23, 24, 25 prébapontok

csucsabol indulé élek felezépontjai lesznek, az origd és a z

max

A 2.6. abran a 3 dimenzids esetben 3 darab z; prébapont lathaté, a z4 az origd és a zs

max

pedig a z prébapont.
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A mesterfeladat iterativ bovitésének algoritmusa

A megoldo els6 1épésként egy kezdomegoldast keres az imént ismertetett modon, ez lesz a
mesterfeladat. Ezutan kovetkezik az oszlopgeneralési iteracios eljaras, amelyben mindig
ujabb javité oszlopot keresiink. A javité oszlopot ugy keressiik, hogy a mesterfeladat
megoldasanak arnyékar-vektorat kapja meg a kutfé, ebben a pontban kiértékeli a fiigg-
vényértéket, kiszamolja a gradienst és ennek fiiggvényében 1ép. Majd a leginkabb javitd
oszlopot adja vissza a mesterfeladatnak, ezt a megoldast javité oszlopként a feladathoz
adom és folytatddik a kovetkezo iterdcidéval a megoldds. Ha a kutfotol visszakapott meg-
oldas (nagy valdszintiséggel) nem javit lényegesen, akkor készen vagyunk.
Legyen
R = mzaxﬁ(z) (2.28)

a redukalt koltség optimalis célértéke. A legnagyobb redukalt koltségli oszlop elméletileg
megtalalhaté a —p(z) fiiggvényre alkalmazott legmeredekebb ereszkedési médszerrel. Ezt
keressiik meg az alabb ismertetett kutfé modullal.

A mesterfeladatot a CPLEX szimplex megoldéjaval, 10~ tolerancia alkalmazédsival
implementaltam.

A valésziniiségi fiiggvény adatainak meghatarozasara szolgilé kutfé (oracle)

A 2.4. szakasznak megfelelden célunk a redukalt kéltség (2.24) maximalizdldsa.
Mivel a ¢ alland6 egy adott iteracioban, a kutfo kozelité megoldast keres a

max {u’z - ¢(2)} (2.29)
problémara. Fz a probléma tjrafogalmazhaté a
p(z) —u'z (2.30)

fiiggvény minimalizalasaként.

Itt legyen ¢(z) := —log F'(z), ahol F(z) a tobbdimenziés normadlis eloszlasfiiggvény.
A ¢(z) konvex fiiggvény, az F'(z) logkonkav volta miatt.

A 2.4. szakaszban targyalt legmeredekebb ereszkedési modszer hozzavetoleges forméjat
implementaltuk. Irdnymenti keresést hajtunk végre (j = 1), és még ebben az irdnymen-
ti keresésben is megallunk egy hozzavetéleges minimummal. Ugyanis az aranymetszés-
eljarast alkalmazzuk, amelyik példaul Luenberger és Ye [60] konyvében van lefrva. Csak
1 vagy 2 aranymetszés 1épést végziink.

A legmeredekebb siillyedés iranyat a fliiggvény gradiensvektoranak kiszamitasaval ta-
lalhatjuk meg:

V(¢(z) —u'z) =Vé(z) —u=—Vleg (F(z)) —u = — —u. (2.31)
Kovetkezésképpen ki kell szamitanunk az F'(z) tobbdimenzids normalis eloszlasfiiggvény
fiiggvényértékét és gradiensvektorat. Ehhez a szdmitdshoz Prékopa [78] cimii konyvének
6.6.4. fejezetében taldlhaté képleteket hasznaljuk. Ezekkel a képletekkel egy tébbdimen-
zi6s valoszintiségi eloszlasfiiggvény gradiensének kiszamitasa redukalhato feltételes elosz-
lasfiiggvény értékek kiszamitasara. A normalis eloszlasok esetén a feltételes eloszlasok is
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normalisak. Véletlenszerti, kvazi véletlenszerii modszert hasznal a tobbvaltozos normaélis
valoszintiség becslésére. Bemeneti paraméterek a pozitiv hatarozott kovarianciamatrix r
és az also és felsO integraciés hatar. Az algoritmus m pontot hasznél a p valdsziniiség
becslésére, és kiszamit egy e hibabecslést is. A gradiensvektor megtalalasa utan egyetlen,
pontatlan iranymenti keresést alkalmazunk.

A tobbvéltozdés normalis eloszlasi értékek numerikus kiszamitasat a Genz [38] éltal
megvalositott QSIMVNV Matlab fiiggvény segitségével végeztiik. A Genz-mddszert a 2.6.
alfejezetben fogjuk részletesebben bemutatni.

A 2.7. abran a mesterfeladat és a kutfé feladat kozotti egy iteracié soran torténod
adatatadas lathato.

arnyékar vektor
Mester feladat Katfd feladat

legiobban javité oszlop

2.7. 4bra. A mesterfeladat és a kutfé kozotti adatdaramlas

2.4.2. Kisérleti tapasztalatok

El6szor mesterségesen krealt kisméreti feladaton probaltuk az eljarast nagy pontossaggal
megoldani. Ez nagyon hosszu futasi id6hoz vezetett. Ezt a megoldasi médot szemlélteti
a 2.1. abra.

A (2.28) maximalizalé pont megkeresése szoros tiiréssel tortént, igy nagyon id6éigényes
volt.

2.5. A Markowitz-szabaly ko6zelito formajanak alkalmazasa

Gyakorlati megkozelitésben csak korldtozott szamu irdnymenti keresési 1épés hajthato
végre, z-t0l kezdve. Ezért a 2.4. fejezet Az eljards motivdcidja részében ismertetett
Markowitz-szabaly kozelité formajat alkalmaztuk.

Ugy gyorsitunk az oszlopgeneralasi eljarason, hogy csak egy vagy két irdnymenti ke-
resési 1épést tesziink, nem csinaljuk végig az egész konvex optimalizéldsi szamitdst (2.2.
abra).

Azt tapasztaltuk, hogy a teljes futasi id6 90 %-at még mindig a Genz-kédban toltotte.
Prébaltuk kiegyenstlyozni a kiilonbozé irdnyu eréfeszitéseket. Itt mar gyorsabban (kb. 1
éra alatt) meg tudtunk oldani kicsi feladatokat.
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Teszt problémak

Az epigraf-kozelité mddszer kiprobalasara, tesztelésére, javitasara az alabbiakban bemu-
tatott 3, 5 és 15 dimenzids feladatokkal kisérleteztiink.

El6szor nyolc tesztfeladatot vettiink figyelembe, amelyeket Szantai Tamas publikélt a
[104] cikkben. Ezek a problémék egy kavégyartd cégnél jelentkeznek. A cég harom kiilon-
b6z6 kavékeveréket forgalmaz. Mindegyik keverékre szigoru kovetelmények vonatkoznak
a savassaguk, koffeintartalmuk, ligossaguk, keménységiik és aromdajuk szerint. Egy adott
hénap els6 napjan a véllalat ugy talalta, hogy a rendelkezésre all6 zoldkavé-kinalata 8
kiilonboz6 fajtara korlatozodott. Ezek a zoldkavék artol, elérheté mennyiségtdl és a fent
emlitett 6t izjellemzotol fliggben valtoznak. A kévetkezo honapban a vallalat 3 keverékére
vonatkozo igények valoszintiségi valtozok, adott varhatdértékekkel, szorassal és korrelaci-
6s egyiitthatokkal. A véllalat azzal a problémaéaval szembesiil, hogy meg kell hataroznia
a rendelkezésre all6 zoldkavék optimalis kombinacidjat a kdvetkezo havi porkolési miive-
lethez. Tehat egy sztochasztikus programozasi problémat kell megfogalmazniuk, hogy az
osszes véletlenszerii igényt egy el6irt (nagy) valdsziniiséggel kielégitsék, és a lehet6 leg-
kisebb arat fizessék a zoldkavékért. A 0,9-es valdszintiségi szint szerinti Gsszes adat és
szamszer( eredmény megtalalhaté Szantai a [104] cikkében. Jelen dolgozatban ezeket a
problémékat 'Coffeel’; ..., 'Coffee8’-nak fogjuk nevezni.

Masodsorban a kdvékeverési probléma kiterjesztett valtozatat vettiik figyelembe. Eb-
ben a kiterjesztésben a vallalat 6t kiilonbozo kavékeveréket forgalmaz, igy a tobbvaltozds
normalis valészintiségi eloszlas 6tdimenzids. Ezt a problémat jelen dolgozatban ,,Coffee9”-
nek nevezziik.

Végiil egy készpénz-illesztési problémat vizsgaltunk meg tizendt dimenzids normaélis
valészintiségi eloszlassal. Egy véllalat nyugdijpénztaranak a kovetkezo 15 évben bizonyos
kifizetéseket kell teljesitenie, amelyeket haromféle kotvény vasarlasaval kell finansziroz-
ni. A kezdotoke adott. A figyelembe vett id6horizont végén rendelkezésre allé készpénz
mennyiségét a fizetési korlatozasok minden évben valé teljesitésének feltétele mellett ma-
ximalizalni kell. Ez a probléma a [21] és a [41] forrasokbdl szarmazik. A készpénz-illesztési
tesztprobléméat eredetileg koltségminimalizalasként fogalmaztak meg valdszintiségi korlat
mellett. A problémat a valésziniiség maximalizaldsara transzformaltuk koltségkorlatozas
mellett. Ezt a problémat jelen dolgozatban ,CashMatching’nek nevezziik. A CashMat-
ching feladat sajatossaga az idot leird szerkezet, melyben a véletlen paraméterek egymaésra
kovetkezo években felmeriild fizetési kotelezettségeket reprezentalnak. Tavolodva a kiin-
duléstol a bizonytalansag nagyobb. Barmely két véletlen paraméter korrelacidja pozitiv.
A korrelacios matrixban a f6atlotol tavolodva a komponensek csokkennek.

2.5.1. Kisérleti tapasztalatok

Minden tesztfeladatot a koltségmegszoritas kiilonb6zo jobb oldaldval oldottunk meg. Sza-
mitasi eredményeink a 2.8 - 2.10. dbrakban talalhatok.

A tesztproblémakat eredetileg koltségminimalizaldsként fogalmaztak meg valészintiségi
korlat mellett, azaz (2.7) alakidak. A problémakat valésziniiségmaximalizalasra konver-
taltuk, azaz (2.6) alakdra. A koltségmegszoritdasok jobb oldalat gy allitottuk be, hogy
a megfelel6 optimaélis valdszintiségi szintek azok legyenek, amelyek tablazataink . eloirt



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS OPTIMALIZALAS 18

valdszintiségi szint” (prescribed probability level) oszlopaban szerepelnek. Ezekhez a sza-
mitasokhoz Szdntai [104] szamitégépes kddjat hasznéltuk.

1 GSR steps per iter | 2 GSR steps per iter
prescribed
Problem probability | Genz [ itNum p Genz|itNum p
level
0.8] 103 7| 0.7998] 105 6| 0.7994
0.85 78 5| 0.8501] 90 5| 0.8504
Coffee 1 0.9 93 6| 0.5002] 186 11| 0.5005
0.95 70 5| 0.9459| 116 7| 0.9504
0.98| 80 6| 0.9798] 144 11| 0.9803
0.99 70 6| 0.9896| 102 2| 0.9900
0.8] 132 9| 0.7998| 208 12 0.2000
0.85] 107 7| 0.8459| 158 5| 0.8499
Coffee 2 0.9 134 9| 0.9000| 166 9| 0.5000
0.95] 120 8| 0.9500] 119 7| 0.9500
0.98 93 7| 0.9800| 126 g| 0.9800
0.59 84 8| 0.9857, 69 6| 0.9897
0.8] 167 10| 0.8000{ 148 8| 0.8000
0.85] 129 8| 0.8500| 198 11| 0.8500]
Coffee 3 0.9 120 8| 0.9000] 152 8| 0.5000
0.95] 167 11| 0.9500] 159 9| 0.9500
0.98] 105 8| 0.9800| 149 5| 0.5800
0.99 71 7| 0.9897 57 5| 0.9897
0.8] 158 9| 0.8000] 207 11| 0.8000]
0.85)] 172 10( 0.8500] 174 9| 0.8500
Coffeed 0.9] 150 9| 0.9000] 155 3| 0.9000
0.95] 139 9| 0.9500| 153 8| 0.9500
0.98] 117 9| 0.9800] 115 7| 0.5800
0.99 69 7| 0.9897| 55 5| 0.9897
2.8. dbra. A 'Coffeel’; ..., 'Coffeed’ feladatok szamitasi eredményei

Minden feladatot a kutfé két bedllitasaval oldottunk meg, minden sorkeresés soran 1
vagy 2 aranymetszés arany (GSR) 1épést végrehajtva. — A megfelel$ adatok az ,1 GSR
lépés iteracionként” (1 GSR steps per iter) iteraciénként és ,2 GSR 1épés iteracionként”
(2 GSR steps per iter) fejléc alatt jelennek meg. Minden esetben felsoroljuk a Genz-
szubrutin hivdsainak szamét (a ,,Genz” fejléc alatt), az oracle hivdsok szamét (az ,,itNum”
fejléc alatt) és a taldlt optimumot (a ,p” fejléc alatt).

A szamitasi id6 nagy részét minden esetben a Genz-szubrutinokban toltottiik. A 'Cof-
fee’ problémak esetén iteracionként 1 GSR lépés végrehajtasa valamivel kevesebb hivast
eredményezett a Genz-szubrutin felé, mint 2 GSR 1épés. Erdekes médon a ,CashMatch-
ing” probléma lényegesen gyorsabban megoldédott, ha iteracionként egyetlen GSR-1épést
hajtottunk végre két 1épés helyett. Mindezek az eredmények azt mutatjak, hogy az osz-
lopgeneralasi problémak kozelité megoldasa elegendo.

A kutf6 4ltal visszaadott z vektorok mindig egy viszonylag kis dobozba estek, igy a
biztonsagos tartomanyokban maradtak, ahol a megfelel6 célfiiggvények jél kondicionaltak.

A szimplex mdédszerben hasznélatos szokasos megallasi feltétellel allitottuk le az itera-
ciokat, azaz, ha az 1j oszlopnak, amelyik a lehetséges oszlopok koziil a legnagyobb redukalt
koltségli, egy kiiszobérték ald csokken a redukdlt koltsége. Vagyis a legnagyobb redukéalt
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1 GSR steps per iter | 2 GSR steps per iter
prescribed
Problem probability | Genz | itNum p Genz | itNum p
level
0.8] 112 7| 0.7999| 131 7| 0.8000
0.85] 114 7| 0.8500| 125 7| 0.8500
0.9] 110 7| 0.,9000] 135 7| 0.9000
Coffee 5
0.95| 112 7| 0.9500| 135 2| 0.9499
0.98] 109 &| 0.9800| 113 7| 0.9800
0.99 71 6| 0.9897| 68 5| 0.9897
0.8 75 5| 0.8000 104 6| 0.7999
0.85 77 5| 0.8502] 119 7| 0.8497
0.9 74 5| 0.9004] 109 6 0.83003
Coffee 6
0.95 31 6| 0.9504 99 6| 0.9506
0.98] 145 11| 0.9806 84 5| 0.9797
0.99 82 6| 0.9900| 39 2| 0.98594
0.8 110 7| 0.7999] 127 7| 0.7999
0.85 97 6| 0.8499] 145 8| 0.8500
0.9 65 4| 0.8997| 110 6| 0.8999
Coffee 7
0.95 70 4| 0.9500] 75 4| 0.9500
0.98| 89 6| 0.9799] 108 6 0.9800
0.99 53 4| 0.9899 48 3| 0.9900
0.8] 147 &| 0.8001] 105 5| 0.8000
0.85 71 4| 0.8493| 106 5| 0.8501
0.9 75 4| 0.8999] 106 5| 0.8999
Coffee 8
0.95 80 4| 0.9501] 108 5| 0.9500
0.98] 114 7| 0.9801] 114 5| 0.9801
0.99 48 3| 0.9901] 28 1| 0.9854

2.9. dbra. A 'Coffeeb’; ..., 'Coffee8’ feladatok szamitasi eredményei

1 GSR steps per iter | 2 GSR steps per iter

prescribed
Problem probability | Genz [ itNum p Genz|itNum p
level
0.8 104 5| 0.7997| 136 6| 0.7998
0.85 98 5| 0.8502| 110 5| 0.8502
Coffeed 0.9 80 4| 0.95000] 109 3| 0.5001
0.95] 115 6| 0.9506| 155 7| 0.9506
0.96] 94 5| 0.9604] 132 6| 0.9604
0.97] 115 7| 0.9705| 101 5| 0.9706

0.8] 634 24| 0.7957| 783 29| 0.7982]
0.85| 873 35| 0.8483| 1078 40| 0.8480
0.9 581 24| 0.8981) 725 28| 0.8982]
0.95] 330 13| 0.9462| 441 17| 0.5470]
0.98] 139 0.9755| 324 13| 0.9767
0.99] 213 8| 0.9863| 353 14| 0.9865

CashMatching

=2l

2.10. abra. A 'Coffee9’ és 'CashMatching’ feladatok szamitasi eredményei

koltségti oszlopnak is ez alatt a kiiszob alatt van a redukalt koltsége.

Ebben az alfejezetben a valdszintiség maximalizalasi megkozelités a valdszintiségi fiigg-
vény epigrafjanak poliéderes kozelitésén alapul. Uj kozelité pontot taldlni a jelen séma-
ban konnyebb, mint egy p efficiens pontot talalni Dentcheva, Prékopa és Ruszczynski
[23] klasszikus sémdjaban. A jelen alfejezetben bemutatott eljarasban egy kozelité pontot
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korlatozas nélkiili optimalizalassal talalunk. LP kifejezéssel ez egy oszlopgeneraldsi séma,
ahol a redukalt koltség maximalizalasaval 4j oszlopokat talalunk.

Az epigraf belso kozelité modellje a gradiens szamitds soran immunis a zajra, a ko-
vetkez6 értelemben. Tegyiik fel, hogy a k iterdcional a kovetkezo iteracid, z,.1 csak egy
hozzévetéleges megoldésa a relevans részprobléménak (redukélt koltség maximalizalasa).
Amig a ¢(zx41) ésszerit pontossaggal keriil kiszamitasra, a modell valédi belsé kozelités
marad.

Szamitasi kisérleteink azt mutatjék, hogy a részproblémék durva kozelité megoldasa
elegend6 a konvergencidhoz. Ennek a megfigyelésnek elméleti magyarazatat is adjuk,
vagyis hogy miért lesz elegendd, hogy a kutfo csak kozelitoleg optimalis megoldasokat ad
vissza.

2.5.2. Az alkalmazott algoritmus elméleti alatamasztasa

A valészintiségi fiiggvény jél kondiciondlt jellegét szemléltetjiik kétdimenzids standard
normalis eloszlas esetén, mérsékelten fiiggé margokkal (kovariancia 0, 5).

2.11. dbra. A V?¢(z) Hesse-matrix kisebb sajatértéke
(—6 S VARR ) S +6)

A ¢(z) = —log F(z) fiiggvény Hesse-matrixanak sajatértékeit abrazoljuk, ahol F(z)
az eloszlasfiiggvény. Kiszamoltuk a Hesse-matrix két sajatértéke koziil a kisebbet és a
nagyobbat, mig a z mindkét komponense a [—6, +6] intervallumba esik.

A 2.11. abra a kisebb sajatértéket dbrazolja. A konturvonalak jobbrdl fent: le —
5,le—4,1e—3,1e — 2. A sziirkével nem toltott teriileten a kisebb sajatérték le — 5 felett
van.

A 2.12. abra a nagyobb sajatértéket abrazolja. A konturvonalak jobbrol fent: 1, 1,2,
1,4, 1,6 dollar. A sziirkével nem t6ltott teriileten a nagyobb sajatérték 1,6 USD alatt van.

Ezek a kisérletek azt mutatjak, hogy van egy meglehetosen nagy biztonsdgos tarto-
mény, amelyen a ¢(z) jol kondicion4lt.

3. Feltevés. A ¢(z) figguény kétszer folytonosan differencidalhatd, és ismertek a,w (0 <
a < w) valds szamok, hogy

al = V?¢(z) <= wl  (z€R").
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2.12. dbra. A V?¢(z) Hesse-matrix nagyobb sajdtértéke
(6 < 21,20 < +6)

Itt V2¢(z) a Hesse-mdtriz, I az azonossigmdtriz, és a U <XV reldcié a mdtrizok kizétt
azt jelenti, hogy a V — U pozitiv szemidefinit.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ez a fiiggvény nem torzitja el nagyon a teret.
Ennek a gyakorlati megkozelitésnek a hatékonysaga a kévetkezo jol ismert tétel alapjan
tamaszthato ala:

4. Tétel. Legyen a 3. feltevés érvényes az f : IR™ — IR filiggvényre. Minimalizaljuk az
f(z) értékét R™ felett a legmeredekebb ereszkedés mddszerével, eqy 2° pontbdl kiindulva.

Jelolje 24, ..., 27, ... azokat az iterdcidkat, amelyeket minden lépésben pontos irdnykeresés
alkalmazasaval kapunk. Akkor
) J
f)—F < (1=2) [f(=")-F], (2.32)

ahol F = ming f(z).

Ez a tétel megtalalhaté példaul Luenberger és Ye [60] cikkének 8.6. fejezetében. Az
aldbbi kovetkezményt bizonyitottuk az [S5] cikkiinkben:

5. Kovetkezmény. Legyen 5 (0 < B < 1) adott. O (—log ) lépésben a legmeredekebb
ereszkedés maodszerével taldlunk eqy zZ vektort 1gy, hogy

p(z) > (1-P)R, (2.33)
ahol R a (2.28)-ban definidlt legnagyobb elérhetd koltség.

Tekintettel a korabban emlitett Markowitz-szabalyra, az 5. kovetkezményben szerepld z
vektor meglehetdsen joljavito vektor az oszlopgeneralasi sémaban.

Az aktudlis megoldas kozel optimalissaganak ellendérzésére a szokasos LP ledllitasi sza-
balyt hasznaljuk: barmely jelolt vektor redukalt koltségének egy rogzitett optimalitastiirés
alatt kell lennie. Természetesen nem ismerjiik az R-t, de legyen

1

B = mﬁ (2), (2.34)
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az 5. kovetkezmény 8 és z értékével. Leallitjuk az oszlopgeneralasi eljirast, ha B az
optimalitdstirés ala esik. Ennek a korlatnak az alkalmazasakor a folyamat soran egy
fix § értékkel dolgozunk, példdul legyen 5 = 0,5. A jelenlegi (2.21) specidlis linedris
programozasi probléma esetében ez nem csak egy heurisztikus szabaly:

6. Megfigyelés. R (és ebbdl kovetkezden B) a (2.21) modellprobléma megfeleld optimuma
és a (2.15) eredeti konvex probléma kiozotti gap felsd korldtja.

7. Megjegyzés. A B laza optimalitdstirés eldirdsa az oszlopgenerdldsi folyamat korai le-
dallitasat eredményezi. — Az LP problémakkal kapcsolatos dltaldnos tapasztalat az, hogy a
szamitast erdfeszités jelentosen csokken a ledlldsi tirés lazitdsdval.

8. Megjegyzés. Az oszlopgenerdldsi megkizelitést dudlis szemszdgbdl nézve vagosikos maod-
szert lathatunk. FEz a kapcsolat a primdl és a dual megkozelités kozott jol ismert, mely
megtaldlhato példdul Frangioni [33] cikkében.

A dudlis nézépont igazolja az w optimdlis dudlis vektorok sorozatinak konvergencidjdt.

2.6. Valoszinliség maximalizalas véletlenitett eljarassal

Az utébbi idében a bonyolultabb feladatok megoldasaban gyakran alkalmaznak véletleni-
tett eljarasokat.

Mivel eddig a futasi id0 nagy része még mindig a Genz-kédban volt, lazitottunk a
pontossagon, vagyis sem a fiiggvényértékeket, sem a gradiens értékeket nem szamoltuk ki
nagy pontossaggal. A gradienst komponensenként tudjuk szamolni, ha novelni akarjuk a
pontossagot, az egyre nagyobb szamitéasi eréforrast igényel. A Genz-kdd is véletlenitett
eljards, ezért csak azt lehet varni, hogy nagy valdszinliséggel jo kozelitést ad. A fiigg-
vényérték kiszamitasa sokkal kisebb erofeszités, mint a gradiens kiszamitasa. Ezért jogos,
hogy a gradienst nem tul pontosan, a fiiggvényértéket pontosan szamoljuk.

A Genz-koédban a pontossagot a késébbiekben ismertetett kisérleteim eredményei alap-
jan a korabbi iteraciobol kapott eredménybol szamolt értékkel szabédlyoztam.

A megoldé djabb moédositasa

A Matlabot az IBM ILOG CPLEX (12.6.3-as verzi6) optimalizal6 eszkoztaraval haszndl-
tuk, a tobbvaltozds normaélis eloszlasi értékek numerikus kiszamitdsat a [38] dltal megva-
l6sitott QSIMVNV Matlab fiiggvény segitségével végeztiik.

Megoldonk a 2.4.1. alfejezetben hasznélt megvaldsitason alapul. A kezd6 megoldast
és a mesterfeladat inicializaldsat az ott ismertetett eljardssal allitottam be. A kezd6 meg-
oldas beallitasdhoz sziikséges id6 elhanyagolhato volt az oszlopgenerdlasi séma egyetlen
iteraciojahoz sziikséges id6hoz képest.

A véletlenitett oszlopgenerdlasi séma soran minden oszlopgeneralasi részproblémaban
egyetlen vonalmenti keresést végziink. FEz a keresés az aktudlis Z vektorrdl indul. A
V¢(Z) — u gradienseket meg kell becsiilni. (Ezt majd a 11. megjegyzésben fogjuk indo-
kolni.) Ez visszavezet az eloszlasfiiggvény V F'(Z) gradiensének becsléséhez. A VF(Z) egy
komponensét viszont az alabbi (2.35) képlet szerint kapjuk.
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A tébbvaltozos normalis valdsziniiségi eloszlasfiiggvény értékeinek és gradienseinek
becslése

Ha egy tobbvaltozos valdszintiség-eloszlasfiiggvény mindenhol differencialhato, akkor a
parcialis derivaltjai az alabbi altalanos képlettel rendelkeznek

OF (z1,...,2n)

82« = F(Zl, vy Zi—1y Ritly e - 7Zn| zz)fz(zz) (235)

ahol F(zy,...,2,) a &, ..., &, véletlen valtozok valészintiségi eloszlasfiiggvénye, és fi(z)
a & véletlen véltozé valdsziniiségi striségfiiggvénye. F(z1,..., 21, Zit1,---,2n| 2i) &
&1y &, &, -, & véletlen valtozok feltételes valdszintiségi eloszlasfiiggvénye, felté-
ve, hogy & = z;. Liasd a (6.6.22) képletet Prékopa [78] konyvének 203. oldalén.

Ismert, hogy a tobbvaltozds normalis valdszinliségeloszlas barmely feltételes valdszi-
niiségeloszlasa szintén normalis. Ezért a (2.35) képletbdl kovetkezik, hogy a tobbvaltozds
normalis valdszintiségeloszlas fliggvényértékeit és azok parcidlis derivaltjait ugyanezzel
az eljarassal kiszamithatjuk. A kovetkezd részben a tobbvialtozds valdszintiségeloszlas-
fiiggvény értékek becslésére szolgalé Genz-modszer leirasat adjuk meg.

Genz-modszer

A médszert Genz 1992-ben a [38] cikkben publikalta. Ebben a cikkben Genz egy téglalap
tobbvaltozds normalis valoszinliségi tartalmanak becslésével foglalkozott, ami altalano-
sabb probléma, mint a tobbvaltozos valdszintiség-eloszlasfiiggvény értékének kiszamitasa.

Az alapétlet az integrécids teriiletnek a [0, 1]" egységkockédra valé transzformaldsa
elemi transzformaciok sorozataval. Ez egy kicsit bonyolultabb integrandus koltséggel jar.

A sorozat a Cholesky-transzforméaciéval kezddédik, amely a tobbvaltozos normalis el-
oszlasu véletlen vektor komponenseit fiiggetlen véletlen valtozokké alakitja, azonban az
integralasi hatarértékek bonyolultabbd valnak. Ezutan az integralando valtozokat tovabb
transzformaljuk az egydimenzios standard normalis valdszintiségeloszlasu eloszlasfiiggvény
inverz fiiggvényével. Ennek a transzformacionak az a hatasa, hogy minden integralando
egyenlo lesz eggyel, de az integracids hatarok még bonyolultabba valnak. Végiil egy egy-
szer(i linedris transzformécidval az integraciés tartomany a [0, 1]™ egységkockéra véltozik,
és az integransfiiggvények a korabbi bonyolult integracios hatarok differenciai lesznek.

Megjegyezziik, hogy az i-edik integransfiiggvény mindig fiiggetlen az i-edik integrans-
valtozotol, és kihtzhaté egy integralbdl, ami lehetové teszi a legbelsé integral explicit
integralasat. fgy a numerikus integralds elvégezhetd a [0,1]" ! egységkockan is.

Ez a transzformécidsorozat kikényszerit egy prioritdsi sorrendet az x komponenseire,
ami lehetové teszi a hatékony integraldst.

Genz harom kiilonb6z6 mddszert ir le ennek az atalakitott integralnak a megoldasara.
Az els6 médszer az integrans polinomidlis kozelitésén alapul. A jobb teljesitmény érde-
kében az egységkockat részteriiletekre osztjdak, amelyeket késobb tovabb osztanak, ha a
kozelités nem eléggé pontos. A mésodik modszer kvazi-véletlenszerli integraldsi ponto-
kat hasznal. Végiil a harmadik mddszer pszeudo-véletlen integracidés pontokat hasznél,
amelyeknél a hibabecslések statisztikai jellegiiek.
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2.6.1. Kisérleti tapasztalatok

Az aldbbiakban a véletlenitett eljaras tesztelését mutatom be. J6 megallasi feltételeket
kerestiink, ezért 50 iteraciot futtattam. (Egy iterdci6 egy mesterfeladat megoldasat és egy
oszloppal val6 kib6vitését jelenti.) Az volt a tapasztalatunk, hogy még igy is gyorsabban
futott le, mint a 2.5.1. alfejezetbeli kisérletekben.

A Genz-kéd pontossaganak bedllitasara kisérleteteket végeztem, melyeket késobb,
a 2.7. alfejezetben ismertetek. Kidolgoztam egy eljarast, amellyel a Genz-szubrutinok
pontossagat szabalyozom a megoldés folyaman. Jelolje Vo(Z) — uw az aktudlis gradienst
a kutf6 feladatdban és Vo(Z_) — u_ az el6z6 kiatf6 feladatban a kezdépont gradiensét.
Jelen kisérletiinkben gy szabdalyozom a pontossagot, hogy az aktudlis gradiens hibajanak
norméja kisebb legyen, mint az el6z6 gradiens norméjanak egytizede. A Cash-matching
probléma megoldasa sordn a ¢(z;) fiiggvényértékek kiszamitdsa mindig nagy pontossaggal
torténik, a minta méretét 10000-re allitva.

2.13. dbra. A kapott valdszintiségi szintek az iterdcios szamok fliggvényében. A kiilonbozé
futasokat kiilonboz6 szalak képviselik. p = 0,99

A véletlenitett eljaras 10 futtatasat végeztem el, mindegyiket 50 iteraciéval. A kapott
valdszintiségi szintek, azaz a F'(Z) értékek sorozatait a 2.13. dbra mutatja.

Az eljards sordn a V¢(Z) — u gradienst minden iteraciénal G — @ becsiili. Ennek a
becslésnek a normadja az eljaras elorehaladtaval csokken. Egyetlen tipikus futtatas esetén
ez a csokkenés a 2.14. abran lathato.

Az iteraciészamon kiviil nem volt ledllasi feltétel. 50 iteracié utan a kiilonb6z6 fu-
tasokban kapott optimélis valdsziniiségi szintek mér nagyon kozel voltak egyméshoz (a
legmagasabb és legalacsonyabb kiilonbség kisebb, mint 0,0003). Masrészt a 2.7.3. részben
(2.42) képlettel definidlt B felsd becslés a hibara, értéke 0,025 és 0,03 kdzott volt a fut-
tatas végén. Arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy bar a hatarold eljaras miikodéképes,
tovabbi technikai fejlesztésekre van sziikség ahhoz, hogy 1épést tartson a sztochasztikus
kozelitési sémaval.

Nem irtunk el6 korlatozast az 4j z; oszlopokra, mégis mindig a Z kockdban maradtak.
Réadésul a valészintiségi szint az oszlopgeneralasi folyamat soran hozzdaadott oszlopokkal
minden iterdciéban magas volt, F(z;) > 0,9. Ez lehetévé tette az Gsszes valészintiségi
fiiggvényérték nagy pontossdgu kiszamitdsat. A z’ € Z korlatozdasa soha nem volt aktiv
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2.14. dbra. A gradiens norma cstkkenése az iteraciés szamok fiiggvényében, egyetlen
futasban.

a mester probléma z’ = Z optimédlis megoldasdban. A parcidlis derivaltak (2.35) szerin-
ti szamitasanal eléforduld strtségfiiggvény értékek mindig is szignifikdnsak voltak. Az
egyetlen gradiens szamitas soran el6forduld 15 stirtiségfiiggvény érték koziil ketté mindig
1072 nagysagrend koriil volt, egy masik 5 * 1072, a tobbi pedig 1072 koriil volt. M4s
problémak esetén (2.35)-ben sok parcidlis derivélt esetén nulldhoz kozeli stirtiségfiiggvény
értékek fordulhatnak el6. Az ilyen komponensek esetében a megfelel6 feltételes elosz-
lasfiiggvényt nem kell kiszdmitani. Mindegyik futtatasban 50 iterdciot hajtottam végre,
egy-egy futtatas ideje koriilbeliil 2 perc volt. Bar hosszinak tiinik, arra szamitunk, hogy
a technikai fejlesztések jelent6sen leréviditik a megoldasi id6t. (Tapasztalataink szerint a
technikai fejlesztések egy-két nagysdgrendii gyorsuldst eredményezhetnek.)

A valodszintiségi fiiggvényértékek kiértékelésérol

Szamitasi kisérleteinkben a valdszintiségi fiiggvényértékeket nagy pontossaggal szamitot-
tuk ki. Ez azért lehetséges, mert az oszlopgenerdlasi sémaban minden egyes z; oszlopnal
F(z;) > 0,9 volt.

Elofordulhat azonban, hogy van egy z; oszlopunk alacsony megfelelé valészintiséggel.
Ilyen esetben a ¢(z;) = —log F'(z;) fiiggvényérték hibdja nagy lehet, mert a logaritmus
felerositené a valdszintliségszamitas hibajat.

Ezt a problémat az algoritmikus keretrendszeriinkben tudjuk kezelni. Adott egy 1j z;
oszlop, legyen p, >0 olyan, hogy a p, < F (z;) szinte biztosan érvényes legyen. (A szi-
muldciés eljardsok altaldban egy konfidenciaintervallumot adnak meg becsléssel egyiitt.)
A (2.21) modellprobléméban szerepeltetjiik a z; oszlopot a ¢; = — log p, koltségegyiitt-
hatéval. Ilyen elrendezés mellett a modelliink konzisztens marad, azaz a or(z) fuggvény
szinte biztosan a valdszintiségi fiiggvény belso kozelitése.

Hasonléan az irdnymenti keresési (line search) eljardasokban is mindig biztonsdgosan
alacsonyabb becslésekkel dolgozunk a relevans valészintiségekre. Mivel minden oszlop-
generélasi részprobléméban iranymenti keresést végziink, minden irdnymenti keresés ki-
indulépontjat az aktualis modellfeladat optimélis megoldasaibol kapjuk. Ugyanis a ki-
indulépont a Z, a (2.23) formula szerint. Az [S4] cikk 25. feltevése szerint ismeriink
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egy megvaldsithaté z vektort gy, hogy F'(2) > 0,5. Ha a kezdeti oszlopok kozé a 2z
értéket is hozzdadjuk, akkor mindig F(Z) > 0,5 lesz. Ezért a ¢(Z) nagy pontossdg-
gal keriil kiszamitasra. Ezenkiviil az irdnymenti keresés nagy pontossaggal torténik a
L(F,05) = {z|F(z) > 0,5} régiéban, amely nyilvanvaléan tartalmazza az optimélis
z-t is.

2.6.2. A véletlenitett kisérletek elméleti alatamasztasa

Az alabbiakban kiterjesztjiik a mddszert a gradiens becslésekre, az 1. feltevés helyett a
kovetkezore:

9. Feltevés. Adott z,u € IR"™, a ¢(z) figgvényérték nagy pontossiggal kiszamithato, és a
|IVé(z) — u|| normdja eldre meghatdrozott pontossiggal megbecsiilhetd. Ezen tilmenden
a Vo(z) gradiensvektor torzitatlan becslése elddllithatd, ezt jeloljiik G-vel. A G véletlen
vektor elddllithaté gy, hogy E(||G — Vé(2)||?) egy elére meghatdrozott tolerancia alatt
marad. (Nagyobb pontossdg normabecslés esetén, és szigorubb tolerancia a variancia te-
kintetében nagyobb szamitdasi erdfeszitést igényel.)

Az [S4] cikkben kidolgoztuk az oszlopgenerdldsi mddszer véletlenitett valtozatat és
bemutattuk megbizhatdségi szempontokat a 3. feltevés alapjan.

Eloszor kiterjesztjiik a 4. tételt. Legyen f : IR™ — IR ugy, hogy a 3. és a 9. feltevé-
sek érvényesek legyenek. A f(z) IR" feletti értékét sztochasztikus ereszkedés maodszerrel
szeretnénk minimalizalni. Jeloljon z° € IR™ egy iterdciét, és g° = V f(2°) a megfelel§
gradiens.

Legyen o2 > 0 adott. A 9. feltevés szerint egy G° véletlen vektor realizdciéi konstru-
alhatok, amelyek kielégitik az alabbiakat:

E(G)=¢" & E(IG°-g°I") < llg°l. (2.36)
A (2.36)-bdl kivetkezik:
E(IGI°) = E(IG"—g°IF") +1lg°I” < (o +1) llg°|I*. (2.37)

A Genz-kédban nem akarunk pontosan szamolni. Hanem, hogy definicié szerint a G°
szorasnégyzete valamilyen korlat alatt maradjon.
A 4. tétel kovetkezo véletlenitett alakjat vessziik figyelembe:

10. Tétel. A fenti feltételezések szerint a legmeredekebb siillyedési modszert hajtjuk végre
gradiens becslések segitségével: az aktudlis z° iterdciondl eqy G° gradiens becslés jon létre,
és irdnymenti keresést hajtunk végre abban az irdnyban. Feltételezziik, hogy a gradiens
becslések a megfeleld iterdcidkhoz fiiggetleniil jonnek létre, és (2.36) - (2.87) mindegyikre
érvényes.
A 2% pontbdl indulva és j sorkeresést végrehagtva jeldlje z1, ..., 27 a megfeleld iterdciot.
Akkor van ,
j
, o
Elf(Z)-F< (1—-—— 2%) —F), 2.38
FE) -7 < (1o ) G -7 239
ahol F = ming f(z).
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A tétel bizonyitdsa az [S4] cikkben megtalalhato.
Ezzel a modszerrel is jo par iterdciéval meglehetdsen jo javito pontot tudunk taldlni.

11. Megjegyzés. A —p(z) figgvény gradiensei Vo(z) — w alakiak. Minél tovabb halad
az oszlopgenerdldsi eljards, anndl kisebb lesz a ||Vé(Z) — || norma (ldsd: 2. tétel (c)
pontja).

A wariancia kovetelményének (2.36) teljesitéséhez egyre jobb becslésekre van sziikség.
A pontossagot a 9. feltevés szerint szabadlyozzuk.

2.7. Kisérletek a Genz-kod szamitasi pontossaganak
beallitasara

A valdszintiség maximalizalasi feladat 2.4.1. részben megfogalmazott megoldasi folyamata
soran sziikségiink van a fliggvényérték és a gradiens kiszamitasara, melyet Genz [38] éltal
kidolgozott médszer Matlabban megvaldsitott fiiggvényével szamoltunk ki. Mivel a Genz-
kod véletlenitett eljaras, a szimulacié mintanagysaga befolyédsolja a szamitas pontossagat.
Mivel az volt a tapasztalatunk hogy a Genz-kédban toltott futédsi id6 lényegesen nagyobb
a tobbi szamitas futasi idejéhez képest, ezért a koltséghatékonysag szempontjabdl fontos,
hogy a Genz-kdd a sziikséges pontossdgot ne meghalado, de kell6 pontossaggal szamoljon.
Az alabbiakban a Genz-kdéd koltséghatékonysaganak vizsgalatara végzett kisérleteimet
mutatom be.

2.7.1. A Genz-kod szamitasi pontossaga és a mintanagysag kozotti
Osszefiiggés vizsgalata

A Genz-kéd szamitasi pontossiaga és a mintanagysag osszefiiggésére végzett kisérleteket
az [S8] cikkben mutattam be. A véletlenitett mddszer teszteléséhez a 2.5. részben ismer-
tetett feladatok koziil a ,,cash matching” feladatot hasznaltam fel. Az eredetileg valdszi-
niiségi korlat melletti koltségbecsléssel kialakitott tesztfeladatot valdszintiség maximaliza-
lasara forditottuk at. A koltségkorlatok jobb oldalat ugy allitottuk be, hogy a megfelelo
optimalis valésziniiségi szint p = 0,99 legyen. Ezekre a szamitdsokra Szantai szamitdgé-
pes kédjat hasznaltuk [104]. Az el6zetes tesztekben a futdsi idoket vizsgaltam kiilonb6zé
pontossagu becslések esetén. A Genz-féle kédban a gradiens kiszamitésa szimulacids elja-
rassal torténik, a mintaszdm befolyasolja a pontossagot. Kiilonbozé (250, 500, 1000, 2000)
mintaszamokkal végeztem futtatdsokat (10-et minden mintaszam esetén), és ezeket atla-
goltam. Azt vizsgaltam, hogy milyen Gsszefiiggés van a mintaszam és a futasi id6 kozott,
illetve, hogy a mintaszam mennyiben befolyasolja azt, hogy a megoldas milyen gyorsan
konvergdl az optimumhoz. Azért, hogy az optimumhoz valé konvergaldst osszehasonlit-
hassam, képeztem az egyes mintaszamok esetén a 10 futtataskor kapott valdszintiségek
atlagait, majd ezen atlagok és az elvart p valdszintiségi szint RMSE (root mean squared
error) értékekeit szamitottam ki a kovetkezd képlet alapjan:

n 2
RMSE,, = \/ izt Pim = D) (2.39)

n
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ahol m a mintaszam, n az iterdciok szama, p; ,, az m mintaszam esetén, az i-edik iteracid
soran kapott valdszintiségek atlaga.

2.7.2. Kisérleti tapasztalatok

A 2.15. &bran jol lathato, hogy a kisebb mintaszamok esetén a valdsziniiség lassabban
konvergal az optimumhoz, s hogy a kiilénboz6 futdsi eredmények kozott is nagyobb a kii-
16nbség. A nagyobb mintaszam esetén az optimumhoz valé konvergencia sokkal gyorsabb.

&) mintaszam 250 b) mintaszam 500

e o

-
A5 o
|
c) mintaszam 1000 d) mintaszam 2000

2.15. abra. Az iterdcidk soran kapott valészintiségek kiilonb6z6 mintaszamok esetén (viz-
szintes tengely: iteraciok szama; fiiggéleges tengely: a kapott val6szintiség)

Az RMSE (2.39) alapjan kiszamitott értékekei a 2.16. dbran jol lathatéan mutatjak,
hogy a mintaszam novekedésével csokken a hiba, tehat egyre pontosabb eredményeket
kaptam. A hiba csokkenés iitemére az volt a sejtésem, hogy az a mintaméret reciprokaval
vagy reciprokdnak négyzetével aranyos. Ezért a kdvetkezo kisérleteket ennek ellendrzésére
végeztem, melyet a kdvetkezd részben fogok ismertetni.

Egy-egy futtatas atlagos futési idejét a 2.1. tablazat tartalmazza. A tabldzatban és
a 2.17. abran is jol latszik, hogy a nagyobb mintaszamok esetén a futasi idé megnévekszik.



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS OPTIMALIZALAS 29

2.1. tablazat. Az atlagos futédsi idék

Mintaszam 250 500 1000 2000
Futési id6 (s) | 170,95 | 193,37 | 252,42 | 398,82

0,0065

0,0063

0,0061

RMSE

0,0059
0,0057

0,0055
0 500 1000 1500 2000

mintaszam

2.16. abra. Az RMSE értéke a mintaszam fliggvényében

500

o
(]
=]

Atlagos futdsi idé (s)

0} 500 1000 1500 2000 2500
Mintaszam

2.17. édbra. Az atlagos futasi id6k a mintaszam fiiggvényében

Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy a pontosabb eredmény kiszamitasa nagyobb
futasi id6t igényel.

Ebben a kisérletben az [S4] cikkben kidolgozott véletlenitett eljards implementécidjat
és tesztelését mutattam be. Ebben a moddszerben a gradiens szamitdsa nem annyira
pontos, mint a bels6é kozelitéssel valé megoldas, viszont a fiiggvényértékeket megfelelo
pontossaggal szamitjuk ki, az epigrafot igy is feliilrdl kozelitjitk. Az eredmények azt
mutatjak, hogy érdemes ezzel a modszerrel dolgozni, mert révidebb futasi idoket kapunk.
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2.7.3. A mintanagysag dinamikus valtoztatasanak hatasaira végzett
vizsgalatok

A véletlenitett mddszer tesztelésére végzett méasik kisérleteim arra vonatkoztak, hogy a
Genz-kédnak megadott mintanagysag kiilonb6z6 modokon valé dinamikus valtoztatasa
hogyan hat a sziikséges iteracidoszamra és a futasi idore. Ebben a kisérletben is a "cash
matching” problémat hasznéaltam a tesztelésre. Az eredményeket a TEAM 2018 konferen-
cian [S11] mutattam be.

A koltségmegszoritasok jobb oldalat gy allitom be, hogy a megfelelé optimélis va-
16szintiségi szint p = 0,9 legyen. A szadmitdsokhoz Széntai [104] szamitégépes kodjat
hasznaltam.

A pontos g gradiens nem ismert, de tudunk adni erre egy véletlen becslést a Genz-kod
segitségével. Jelolje a G a Genz-kod segitségével kapott véletlen vektort. Akkor a Genz-
kéd eljarasa biztositja, hogy a G véletlen vektor torzitatlan becslése a gradiensnek, ami
azt jelenti, hogy

E(G)=7. (2.40)

A Genz-kdédban a pontossagot lehet szabédlyozni, ha adva van egy A € IR, A > 0 hibat{irés
és egy kicsi p(0 < p < 1) valdszintiség, akkor létezik egy olyan kicsi Z konfidencia-
intervallum, hogy

P(GeI)>1—p ¢és diag(T) <A. (2.41)

Ezt szemléletesen tigy lehet elképzelni, hogy Z egy kis kocka, amelynek kozéppontja a g
gradiens és diag(Z) a kis kocka atmérdjét jelenti.

Kisérleteket végeztem a pontossag szabalyozasara és a ledllasi feltétel meghatérozasara.
Az [S4] cikkiinkben Fabidn Csaba megmutatta, hogy az aldbbi B mennyiség nagy (1 — p)
valoszintiséggel felsé becslést ad a hibara.

B = (6 (2) = ¢ () + max(u — G)" (= — 2) + Adiag(Z), (2.42)
ahol a A > 0 adott hibatolerancia, Z € Z az aktudlis iterator, G egy gradiens becslés,
diag(Z) a Z kocka dtmérdje. Itt a kiilonboz6 osszeadandé tagok kiilonboz6 fajta szamitdsi
hibakat jelentenek a fiiggvényértékekben és a gradiensekben. A B felsé becslés a hibara,
ha egy érték ald csokken, leéllitom az eljardst. A Genz [38] kédja szimuldciét alkalmaz,
ezért a mintaméretek befolyasoljak a pontossagot. Kisérleteim soran osszehasonlitottam
az iteraci6 szamokat és a futdsi idéket, amelyek ahhoz sziikségesek, hogy a B értéket 0,03
ald csokkentsem.

Kiilonbozo stratégidkat teszteltem a mintanagysag novelésére az optimalizalasi fo-
lyamat soran. Egyrészt valtoztattam a kezdeti mintanagysagot, masrészt dinamikusan
valtoztattam az oszlopgeneralasi részprobléma aktudlis becsiilt gradiens normajanak re-
ciproka alapjan. A mintanagysagot vagy a norma reciproka aranyaban, vagy a norma
reciprokdanak négyzetével ardanyosan néveltem.

A stratégidk a kovetkezdk voltak:

— const: Mindig allando

mm(i) = mm0
— decuple: A norma reciprokdnak tizszeresével novelve minden iteraciéban
mm(i) = round(1/gradnormobjective(i) * 10)
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— tenth decuple: A norma reciprokanak tizszeresével novelve minden tizedik iteraci-
6ban. Allandé, majd minden 10. mm(i) = round(1/gradnormobjective(i) x 10)

— 30 const decuple: Az elsd harminc allandd, utana a norma reciprokanak tizszeresével
novelve minden iterdciéban mm(i) = round(1/gradnormobjective(i) * 10)

— square: A norma reciprokanak négyzetével névelve minden iteracioban
mm(i) = round(1/(gradnormobjective(i)?))

— tenth square: A norma reciproka négyzetével novelve minden tizedik iteraciéban
dllandé, majd minden 10. mm(i) = round(1/gradnormobjective(i)?)

— 30 const square: Az els6é harminc allandd, utana a norma reciprokanak négyzetével
névelve minden iteraciéban mm(i) = round(1/gradnormobjective(i)?))

2.7.4. Kisérleti tapasztalatok

A 2.18. abra az iteraciok szamat mutatja kiilonb6z6 kezd6é mintamérettel és kiilonbozé
novelési stratégiakkal. Természetesen kevesebb iteraciora van sziikség, ha a kezd6 minta-
méretek nagyobbak. A futdsi id6k nem mutatnak szignifikans kiilonbséget a kiilonbozé
kezd6 mintaméreteknél, de a norma reciproka négyzetén alapulé (utolsé 3) novelési straté-
gidk hosszabb futdsi id6t eredményeznek (2.19. dbra). Ezért a kés6bbiekben a véletlenitett
eljarassal kapcsolatos vizsgalatainkban a gradiens szamitasnal a norma reciprokanak tiz-

//////

iteraciok szama is ennél a modszernél bizonyult legkedvezébbnek.

m start 400 & start 4000

60,0
50,0
L]
- =
= o
= 40,0 =
E'I- & &
sl A A :
o 30,0 A B
Q
E 20,0
10.0
0.0
const decuple tenth 30 square tenth 30
decuple const sguare const
decuple SOuare

2.18. dbra. Az iteracidk szdma kiilonb6z6 mintanovelési stratégidk esetén (B = 0,03)
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mstart 400 & starc 4000

160,0
140.0 "
V[ a4
120.0 = »
w 1000
@ a8 T o 4
E 80,0 a "
=
o 60,0
40.0
20,0
0.0
canst decuple tenth 30 square tenth 30

'|'_‘l.".|}'l|l.' const sQuare: const

decuple suare

2.19. dbra. Futdsi id6k kiilonboz6 mintanovelési stratégidk esetén (B = 0,03)

2.8. Osszegzés

A 2. fejezetben a Fabian Csaba vezette kutatocsoport altal, valészintiség maximalizaldsara
kidolgozott epigraf-kozelité mdédszert mutattam be. Elészor a valdszintiséggel megfogal-
mazott modellek és megoldé eljarasok rovid torténetét tekintettem at, majd a mddszer
alapjaul szolgalo p-efficiens pont megkozelitéseket.

Az altalunk kidolgozott epigraf-kozelito modszer szemléletes bemutatasat tartalmazo
fejezet utan részletes kifejtésre keriilt a modszer, mégpedig a fejlesztés idébeli sorrend;jé-
ben, ahogy egyre hatékonyabb és gyorsabb lett a megoldas. Ezen beliil el6szér bemutattam
az oszlopgeneralasi eljarast és a megoldé felépitését, amelyen az els6 kisérleteket végeztiik.
Mivel nagyon pontosan akartunk szamolni, nagyon lassu volt a megoldas. A kutatéds ezen
részében a mesterfeladattal kapcsolatban a kezdomegoldés keresést és a feladat inicializa-
lasat dolgoztam ki, valamint a megoldé (solver) futtato keretrendszerét és mesterfeladatot
megoldo részt Matlabban implementaltam.

A kovetkezo fejezetben bemutatasra keriilt az a javitds, hogy az 4j probapontokat csak
kozelitoleg szamitottuk ki, viszont a fliggvényértéket pontosan. A megoldéban elvégeztem
a modositasokat. Az altalam végzett kisérletek tapasztalatai azt mutattak, hogy még
mindig hosszu volt a futasi id6. A fejezet végén ismertettem az elméleti alatamasztasat
annak, hogy miért elég, ha a probapontokat csak kozelitoleg szamoljuk ki.

A kovetkezo fejezetben az tjabb javitas arra vonatkozott, hogy a véletlenitett eljaras,
azaz a gradiens becslések, nagy valdszintiséggel kell6 pontossdguak legyenek, ugyanakkor
a fliggvényértékeket se szamoljuk ki pontosan, hanem csak kell6 pontossaggal. Ami jelen
esetben azt jelentette, hogy a pontossagot annak fiiggvényében adjuk meg menet kdzben,
hogy mennyire kozelitettiik meg a megoldast. A pontossig dinamikus szabdlyozésara
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eljarast dolgoztam ki és kisérleteket végeztem a mddszer tesztelésére. A kisérleti tapasz-
talatokat és a véletlenitett modszer miikodésének elméleti aldtamasztasat is ismertettem.

Az utolso fejezetben a véletlenitett eljarasban alkalmazott pontossdg beallitasara vég-
zett kisérleteimet részletesen mutattam be. A kisérletek eredményeképpen egy gyakorlat-
ban jol hasznalhaté megoldé eljarast sikeriilt kidolgozni.

1. Tézis:
A valészintliség maximalizalasi feladatok megoldasahoz alkalmazott oszlopgeneralas els6
lépéseként kidolgoztam egy eljarast megoldhaté mesterfeladat eloallitasara.

Ezen feliil a mesterfeladatot gy inicializaltam megfelel6 oszlopok hozzavételével,
hogy a megoldé eljaras megfeleléen javit6 iranyba induljon el.

A megoldonak a mesterfeladat részét és a kisérletekhez a futtatéo keretrendszert
implementaltam, valamint kisérleteket végeztem kiilonboz6 feladatokon.

Kidolgoztam egy eljarast a Genz-kod szamitasi pontossaganak dinamikus szabalyoza-
sara. Olyan megoldast sikeriilt kidolgozni, amellyel megoldas kézben a gradiens becslés
nagy valoészintiséggel kell6 pontossagu lett, és a fiiggvényérték a sziikséges pontossa-
got nem meghaladéan, de kelloen pontos lett. Az eljaras tesztelésére és a megfelelo
paraméterek megtalalasara kisérleteket végeztem.

A kisérletek eredményeképpen egy gyakorlatban jol hasznalhaté megoldé eljarast
sikeriilt kidolgozni.

Kapcsolédé publikacidk: [S4], [S5], [S8], [S11], [S10], [S12]



3. fejezet

Kockazat modellezése kopulak
felhasznalasaval

A 2008-as pénziigyi valsag utan a matematikai modellek jésiaga erésen megkérdéjelez-
hetové valt, ezért az 1j alapokra vald helyezést céloztak meg. Kideriilt hogy a ritka,
nagy veszteséggel jaré események, amelyek tipikusan egyszerre kovetkeznek be, pénziigyi
valsaghoz vezetnek. Ebbol kovetkezik, hogy fontos a ritka események és az Osszefiiggés
strukturajanak modellezése. Ezt a célt tartom szem elétt ebben a fejezetben bevezetett
eljarasokkal.

A fejezet a kovetkezdképpen épiil fel. Az elsé alfejezet a felhasznalt fogalmakat tar-
talmazza, szigoruan lesziikitve azokra, amelyeket a szimulaciés kutatasban hasznaltam.
Ebben a részben a kockazati mutatokra tett hatést is vizsgalom szimuldlt majd valds
portféliokra is. A masodik alfejezetben bemutatom a VaR és CVaR modellezési lehetosé-
geit ravildgitva az Osszefiiggési struktira szerepére. Bemutatom a Gauss-kopula elonyeit,
melyrol egyébként kevés sz6 esik és azt, hogy hogyan hatnak a peremek az aszimmetrikus
Osszefiiggésre, noha a kopula szimmetrikus. Harom-dimenziés eloszlasokat generdlok, be-
mutatva, hogyan hat az Osszefiiggési struktura, ugyanazon normaélis peremeloszlasok, és
korrelaciok mellett, majd ramutatok, hogyan véaltoznak az egyiittes eloszlasok a struktira
és a peremek megvaltoztatasa altal, adott korrelacié mellett.

A harmadik fejezet az SSD portfélié optimalizalasi problémaval foglalkozik. A fejezet
elso részében beszélek a optimalizalasi eljarasrol, majd a méasodik fejezetben ismertetem,
az altalam végzett szcenarié generalasokat és targyalom az eredményeket. A kopuldkkal
vald szcenariégeneraldssal portfélié optimalizalasban viszonylag kevesen foglalkoztak. Az
SSD optimalizélas esetére pedig ez az els6 ilyen megkozelités.

A fejezet a kovetkezd cikkekre épit: [S1, S2, S6, S9].

34
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3.1. Kapcsolodo fogalmak

Ebben az alfejezetben ismertetem azokat a fogalmakat, amelyeket az itt bemutatott ku-
tatasban felhasznaltam.

3.1.1. A kopula-fiiggvény

A kopuldk a mértékelmélethez vezethetok vissza, a fogalmat Sklar 1959-ben vezette be
[99] cikkében. A kopulék azért lettek nagyon népszertiek, mert lehetévé teszik a perem-
eloszlasok és a koztiik 1évo fliggdség kiilon modellezését. fgy a tobbvaltozds valdszintiségi
eloszlasok sokkal rugalmasabb moédon modellezhetok. Kopuldkrol és kopula csaladokrol
attekinté mivek jelentek meg, tébbek kozott Nelsen [70] és Joe [46] konyvei. Korai ma-
gyar nyelvii attekinté cikkeket Varga Joézsef [118] és Kovacs Edith Alice [51, 50, 52, 53|
jelentettek meg a kopulak alkalmazasaval kapcsolatban.

A kopulaelmélet alapjainak elsé Gsszefoglald attekintése Nelsen 1999-es Introduction
to Copulas cim munkéja [70]. Ebben a miiben a d-dimenzi6s kopula altaldnos definicidja
a kovetkezo:

12. Definicié. A C : [0,1]" — [0,1] fiiggvény d-kopula (d-dimenzids kopula), ha rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(i) Yu; € [0, 1] esetén, ha van legalabb egy u; = 0, akkor C (uy, ..., uq) =0,
(ii) Yu € [0,1] esetén C'(1,...,1,u,1,...,1) =u,
(111) ¥ u; € 0,1] esetén C(uq,...,uq) > 0 d-novekvd.

A kétdimenzids kopula valészintiségi stirtiségfiiggvényét (PDF) és az eloszlasfiiggvényét
(CDF) a 3.1. dbra szemlélteti, 3.1. tdblazatban ismertetett 6 paraméterrel.

3.1. dbra. A kétdimenziés Gumbel-kopula PDF és CDF grafikonja (u;, uy egyenletes
eloszlasu peremekkel és § = 2 paraméterrel)

Szemléletesen a kopula valéjaban egy tobbvaltozos véletlen vektor eloszlasfiiggvénye,
amelynek az 1-dimenzids peremeloszldsai egyenletesek. A kétdimenzids esetben a 12. de-
finicibban szerepld tulajdonsdgokat a 3.1. dbra jobb oldaldn a szines vonalak szemléltetik.
A sérga vonal az (i) tulajdonsigot, a kék vonal az (ii) tulajdonsagot szemlélteti. A (iii)
tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a kopula alatti térfogat pozitiv.
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A kovetkezd, 1959-ben publikélt tétel [98] a kopulaelmélet kozponti tételének tekint-
heto.

13. Tétel (Sklar tétel). Legyen F' egy d-dimenzids eloszlasfigguény eqydimenzids Fy, . .., Fy
peremekkel. Ekkor létezik eqy C' kopulafiigguény

F(zy,...,2q9) =C(Fi(x1),...,Fy(zq)) (3.1)

minden valds (x1,...,xq) vektorra.
Ha a peremek folytonosak, akkor C' egyértelmi.

Ha feltessziik, hogy a (3.1) képletbeli C' és Fj-k differencidlhatok, akkor az f(z1, .., 24)
valoszintiségi stirtiségfiiggvény a kovetkezoképpen fejezheto ki:

frr,.oma) =c(Fy (@), Fa(xa) - f (1) oo f (2a) - (3.2)
Az F; (x;) = u; transzformécié segitségével megkapjuk a kopula ¢ (uq, ..., ug) slriiség-
fliggvényét:
(9dC' (Ul, e ,'Lbd)
o = . 3.3
c (u17 ,Ud) 8U1 o 6Ud ( )

A kétvaltozés normélis peremekkel rendelkezé Gumbel-kopula siirtiségfiiggvénye (PDF)
és eloszlasfiiggvénye (CDF) lathat6 a 3.2. dbran.

3.2. abra. A kétvaltozds normalis peremekkel rendelkez6 Gumbel-kopula PDF és CDF
grafikonja (=0, o = 1 normélis eloszlast peremekkel és § = 2 paraméterrel)

A pénziigyi alkalmazasokban a kopula csaldadok koziil leginkdbb hasznalt két kopu-
la csaldd az elliptikus kopuldk és az archimédeszi kopuldk csaladja [70, 16]. Az elliptikus
kopuldk tobbvaltozos elliptikus eloszlasokbdl szarmaznak, ezért ezek a kopuldk sugarszim-
metrikusak. A két legfontosabb kopula ebben a kopula csalddban a Gauss-kopula (vagy
més néven normalis kopula) és a Student-féle t-kopula. Szerkezetileg ez a két kopula ko-
zel van egymashoz a kozépsé részeiken és a széleiken (in the tails) pedig akkor vannak
kozelebb, amikor a t-kopula szabadsédgi fokainak szama novekszik.

Ezek a kopuldk a kovetkezé képlettel irhatok le [61]:

C(ur,y.ug) = F(G (wr), ., G Nuy)) s (uny v yug) €[0,1)%, (3.4)

ahol Gauss-kopula esetén az F' = ®p a tobbvaltozos Gauss-eloszlas, amely megfelel egy
R korreldciés matrixnak, és G~ = ¢! az egyvaltozdés standard normalis eloszlds inverz
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fliggvénye; Student-kopula esetén F = tg, a tébbvaltozés Student-eloszlds, a G = ¢,7!
pedig az egyvaltozos standard t-eloszlas inverz fiiggvénye v szabadsagfokkal.

Az elliptikus kopuldk mellett az archimédeszi kopuldk is nagyon népszertiek a tobb-
valtozds valészintiségi eloszlas modellezésében. A kétdimenzids archimédeszi kopuldkat
Genest és MacKay vezették be [35] és [36] cikkekben. Meghatarozasukat ezutdn kénnyen
kiterjesztették a tobbvaltozds esetre. Eloszor az igynevezett generatorfiiggvényt kell de-
finidlni.

14. Definicié. A ¢ : [0; 1] — [0; 00] fiigguényt generdtorfigguénynek nevezzik, ha rendel-
kezik a kovetkezo tulajdonsdgokkal:

e © folytonos,
e o szigorian monoton csokkend és v (1) =0,
e © konver a (0;1)intervallumon.

A ¢ generatorfiiggvény altalanos definicidja birtokaban a tébbvéltozés archimédeszi ko-
pula a kovetkezo médon definialhato:

15. Definicié. A ¢ generdtorfiggvénnyel definidlt kopuldkat

C(ur, - yug) = ¢ (@ (w), - 9 (ua))
archimédeszi kopuldknak nevezziik.

16. Megjegyzés. Abban az esetben, ha a 14. definicicban a ¢ nem értelmezhetd 0-ban,

de fenndll, hogy Pn(l)go (0) = 00, a ¢ fiigguény is generdtorfigguény szerepet jatszhat a 15.
H

definicioban, tovabbd igaz, hogy a kopula szigorian novekvd, kivéve azokban az esetekben,

ha valamelyik valtozdja egyenlo 0-val.

Az archimédeszi kopula altaldban egy vagy két paramétertol fiigg, amelyeket a Kendall-7
alapjan lehet kiszdamitani. Nelsen [70] konyvében 22 archimédeszi kopula generatorfiiggvé-
nyét ismerteti. A 3.1. tablazatban taldlhaté a kutatasomban hasznalt Clayton-, Gumbel-
és Frank-kopuldk generatorfiiggvénye és tulajdonsagaik.

3.1. tablazat. Az archimédeszi kopuldk generatorai [70]

©o(t) 0 Tulajdonsagok
Clayton | #(t7 —1) | [-0,00) /{0} | szig, ha 6 >0
Gumbel | (—Int)’ [1,00) szig
Frank —In f:gt__ll (—o0,00) /{0} | szig, radszim

szig: szigord; radszim: radidlisan szimmetrikus

A kopula generdtora szigori, ha ¢ (0) = oo [70]. Ezek a kopuldk kiilonboz6 tipusi
fiiggdségeket irhatnak le. A Clayton-kopula az erésebb alsé farokfiiggést, a Gumbel-
kopula az erdsebb fels6 farokfiiggést, a Frank-kopula pedig az elébbi kettovel ellentétben
szimmetrikus kopula, farokfiiggés nélkiil.
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A 3.2. haromdimenzids abran szemléltettem a kétvaltozds normalis peremekkel ren-
delkezé Gumbel-kopula stirtiségfiiggvényét (PDF) és eloszlasfiiggvényét (CDF).

Egy sokkal rugalmasabb kopula struktira a vine-struktira, melyet Joe [46] vezetett be.
Fa struktiraval valé megjelenitésiik Bedford és Cook nevéhez fiizddik [7]. Egy nagyon jé
bevezetést és szemléltetést adnak Aas és munkatérsai [1]-ben. A vine-kopuldk bevezetésiik
Ota nagyon elterjedtek, sok kutatas foglalkozik veliik, mivel tobbfajta ¢sszefiiggést tudnak
egyidejiileg modellezni. Hatranyuk viszont az, hogy a magas dimenziéval nagyon megno
a paraméterek szama. Ily médon tultanulashoz és rossz altalanositashoz vezethet. Ebben
a részben csak roviden ismertetem az eredményeim megértéséhez sziikséges fogalmakat.

A vine-kopuldkat egy specialis fa szekvencidval irjdk le, amely éleihez hozzarendelik a
parkopulakat, illetve a feltételes parkopuldkat. Az aldbbi 3.3. és 3.4. abran két specidlis
fara épiilé vine-kopulara latunk 5 dimenzids példat. A C-vine-kopula esetén a fa csillag
és a D-vine-kopula esetén pedig a fa egy lanc.

A vine-kopulat egy graf struktira hataroz meg, amelyhez hozza vannak rendelve par-
kopuldk (két dimenziés kopuldk) és feltételes par-kopuldk (feltétel elott csak két valtozd
van).

Kovécs és Szantai [49] bevezettek egy alternativ definicét, amely cseresznyefdkra épiil,
ezt fogom itt megadni, mivel sokkal egyszeriibb az eredeti [55] lefrasnal.

Ehhez sziikséges ismeret a cseresznyefa struktira. Ennek megértéséhez sziikségesek az
alabbi fogalmak:

Klaszter graf egy olyan gréafstruktira (hipergrafként is fel lehet fogni), amely a me-
revkori grafok maximalis klikkjeihez hozza rendel egy-egy klasztert (élt). Két klaszter
kozott akkor fut él, ha a metszetiik nem iires halmaz.

Junction tree-t gy hatarozzuk meg, hogy a klasztergrafban, amelyben az éleket az
élekben 1év6 elemek szamossagaval sulyozzuk, megkeressiik a maximalis feszitofat.

A cseresznyefa egy specidlis junction tree, amelynek klaszterei k elemitiek, élei & — 1
elemtiek.

A vine-struktira cseresznyefak sorozataként all elo.

Truncated vine-t gy kapjuk meg, hogy a fels6 fakat elhagyjuk, feltételes fiiggetlensé-
get feltéve.

A cseresznyefa reprezenacidjara lathatunk egy példat a 3.5. abrén.

17. Definici6. A vine-kopula eqy grdafstruktirabdol dll, és az ehhez hozdrendelt pdrkopuldkbdl
és feltételes parkopuldkbol. A vine-kopula grdafstruktirdja eqy 11, Ts, . .., Ty_1 cseresznyefa
szekvencidabol dll, amelyet a kovetkezd maodon definidlunk.

o T\ egy szokdsos fa a V- ={1,...,d}, csicsok halmazdin
Ey={el=(;,m;),i=1,...,d—11;,m; € V} az élhalmaz.

o Ty a mdsodrendi cseresznyefa a V- ={1,...,d} halmazon
Ey={eli=1,....,d—1|e2 =el} , |e}| =2, (a Klaszterek 2 csicsot tartalmaznak)
o Ty egy k rendi cseresznyefa V= {1,...,d}-n, amely klaszterhalmaza

E, = {ef,i =1,...,d—k+ 1}, ahol }eﬂ = k és ugy kaptuk meg, hogy vettik az
el6z6 Ty_1 cseresznyefa dsszekotott klasztereinek az unidjat (k — 1).
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A fenti grafstrukturdhoz hozzdrendeljik a parkopuldkat a kévetkezd modon:
A ey (B (), Fin (xml)) kopula striségfigguényeket az elso fa Ty €leihez rendeltik
hozza.

A
Caéj’béj‘séj (Faéﬂsﬁj <$ai’j’XS£j> ’Fbéj|s'fj <ajbgij|XSzl'j> ‘ XSzl'j>

kopula siirtiségfiigguények hozzdarendelenddk az el és az €', a T; cseresznyefdban dsszekititt

¥ J
klaszterekhez, ahol

l — l l

Si; = e Nej,

a; = e — S}, (3.5)
[ — l l

Egyszerti belatni, hogy aéj és bﬁj, l=2,...,d—1 egyetlen elemii halmazok.
A 17. definiciéban szerepld jelolésekkel, most kijelentheté a tétel, amely megadja,
hogyan irhaté le egy altalanos strtiségfiiggvény vine-kopula segitségével. A tétel eredeti

[8] cikkben 1év§ véltozata most a cseresznyefds megfogalmazéasnak megfeleléen lett atirva.

18. Tétel. Egy cseresznyefa szekvencidhoz hozzdrendelt vine-kopula alapjin az egyiittes
suriségfigguény a kovetkezoképpen irhato le:

[y, za) = Llf[lfi (iﬁ'i)] [ IT  cm (B3 (21) , Fon, (ﬁmi))] :

(limi)GEl
Xl F 1 Tyl
Sij) 50y 41555 ( b j

d—1
. C. 1 1 l F, l X 1
H H ai,jvbi,j‘sz‘j ( ai,j‘sz'j ( a; ;

=2 eli ,eé- EN(Ty)

(3.6)

Xl Xl
Sij> | Sij> )

ahol eé,eé € N (1)) azt jeloli, hogy eé,eé- dssze vannak kétve a T; fdban, és Sfj,a;j,bé’j, a

(3.5) képletek dltal vannak megadva és Fyi g a kovetkezdképpen szamolhatd ki
RNV

8Ci,j(e)|s§.j\{i} (wi, uj)

F. 1 €T, |X l =
j(e)|sty \ Li(e) &St . 1= ( i|x ) ’
j ij 8% “—Fi\séj\{i} x| sgj\{i}

IO ANG! (““e) "%\{i})
. l 7’ . o l
aholi € Sj; és je) = a;; .
Fontos megjegyezni, hogy ez a feliras teszi lehetové, hogy a graf struktiraban, illetve

a peremekben megjelend parkopulak kiilonboz6 osszefiiggésfajtakat is modellezhetnek. Ez
adja meg a vine-kopulak rugalmassagat a modellezésben.
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®, D D D,
1423 2. 5184

"

3.3. dbra. 5 dimenziés D-vine-kopula

3.4. abra. 5 dimenziés C-vine-kopula
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3.5. dbra. 5 dimenziés D-vine-kopula (Kovacs Edith és Szantai Tamds cseresznyefa rep-
rezentacidjaval)

3.1.2. Kockazati mutatok

A bizonytalansdg minden jovobeli megvalésult eseményben jelen van, ezért mivel biz-
tosan nem tudjuk, csak becsiilhetjiik a jovot. A becslések pedig kockazatokat rejtenek
magukban. Ha a bizonytalansag valoszintiségi eloszlason keresztiil modellezhetd, akkor
a kockazat valdszintiségek segitségével szamszeriisitheté. Az emberek tobbnyire egyetér-
tenek abban, hogy a varhatoé hozamot tekintik egy portféliételjesitmény mérdszamanak,
azonban nincs konszenzus abban, hogy melyik kockazati mérészam ragadja meg jobban a
kockazatot.

Markowitz [62] alapmiivében a variancia szerepel kockazati mérészamként. Ez j6 va-
lasztés lehet, ha a valdszintiségi eloszlas normaélis vagy legalabb szimmetrikus.

Az alabbi fejezetekben a kockazat kiilonféle fogalmait mutatom be, amelyek jelen
dolgozatomban szerepelni fognak.

VaR és a CVaR

A kockaztatott érték (Value at Risk - VaR) nagyon népszerti kockazati méréeszkozzé valt,
amiota a Bank of International Settlements és az USA szabdlyozé tigynokségei 1988-ban
bevezették, és a Bazeli Bizottsdg is szabvanyként javasolta.

A kockéztatott érték (VaR) és a feltételes kockéaztatott érték (CVaR) népszerti kocké-
zati mérészamokka valtak a portfolié kockazatkezelésében. A VaR-ral kapcsolatos fontos
eredmények megtaldlhaték Wipplinger és Jorion [122] kozleményében, a CVaR-ral kap-
csolatos eredményekrdl pedig Pflug [72] és Rockafellar és Uryasev [89, 90] munkaiban
olvashatunk.

Eloszor megadjuk a koherens kockazati mérték definicigjat. Jelolje R a hozamok terét és
feltessziik, hogy R = £L%(Q, M, P).

19. Definicié. A koherens kockdazati mérték eqy p : R — [—00,+00| leképezés, ami a
kovetkezd tulajdonsdgoknak tesz eleget [4], [18]:

Szubadditivitds: p(R+ R') < p(R) + p(R') minden R, R’ € R.
Pozitiv homogenitds: p(AR) = Ap(R) minden R € R és A > 0.
Monotonitds: p(R) < p(R') minden R,R' € R, R> R'.
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Sallangmentesség [102] (translation equivariance): p(R + o) = p(R) + o minden
ReR, o€ R.

A VaR-t és a CVaR-t altaldban a veszteségeloszlassal kapcsoljak 6ssze, azonban jelen
vizsgalatban a veszteség vagy nyereség valoszinliségi eloszlasanak mindkét végén megvizs-
galjuk értékeiket.

Valészintiségelméleti szempontbél a VaR% egy kvantilis, amely egy o’ valészintiségnek
felel meg, mig a C'VaR% a valészinfiségi eloszlas farkdban szamitott feltételes varhatoérték.

Mivel nem csak a kockazat érdekel minket, hanem a profit is, ezért mindkét oldalon
figyelembe vessziik a szélséértékeket (3.6. dbra és 3.2. tabldzat). Tovabbd nem csak az
alacsony hozam lehet kockazatos, hanem a magas hozam is, példaul a folyok vizmennyisége
is terméshozamnak tekinthetd, ekkor két folyo talalkozasakor a til magas hozamok arvizet
okozhatnak. Ezért a kopuldkat gyakran hasznaljak a hidrolégidban is [69].

3.2. tablazat. A kockazati érték és a feltételes kockazat képletei

Kockdazat az alsé farokban | Kockdzat a farok felsd részén
VaR VaR: = F7(a) VaRj = F~'(1-p)
CVaR | CVaRE =L [V tf (t)dt | CVaRE =1 [7% 0 tf (1) dt

POF - PDF
VaR, VaRy

CVaR, CVaRy

Returm Retumn

3.6. abra. A kockéaztatott érték (VaR) és a feltételes kockazati érték (CVaR)

A VaR-t két okbdl kritizaltak. Elészor is, mivel a VaR nem egy koherens kockazati
mérészam, ahogyan azt Artzner és munkatarsai [5] definidltdk, nem konvex kockdzati
méroszam, igy sok lokalis széls6értéke lehet, ami technikai problémékat okozhat a portfélio
optimalizalasakor.

Maésodszor, egy szazalékos ardnynak megfelelo érték, és nem ad képet a lehetséges
veszteségekrdl [101].

Egy masik intézkedés, amit javasoltak, a feltételes kockaztatott érték (Conditional
Value at Risk - CVaR, a mésik elnevezéssel Expected Shortfall - ES).

A CVaR az eloszlas farkanak ,szélességétol” fiigg. A CVaR attekintése a Zhu és Fu-
kushima [125] cikkében taldlhatd. Rockafellar és Urysaev [109], [90] olyan minimalizaldsi
formulat javasoltak, amely altalaban konvex vagy linearis problémat eredményez.

A gyakorlatban azonban fiiggetleniil att6l, hogy milyen tipusi kockazati mérészamot
alkalmaznak, a becslésének érvényessége az eszkozhozamok egyiittes valoszintiségi eloszlas
becslésének josdgatol fiigg.
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Masodrendii sztochasztikus dominancia

Intuitivan akkor mondjuk, hogy egy X valdszintiségi valtozé dominal masodrendii szto-
chasztikus dominanciaval egy Y valdszintiségi valtozot, ha X jobban megjésolhatd, mint
Y. Jeloljon R, illetve R’ két valdszintiségi valtozot, amelyek varhatoértékei végesek. El6-
szor megadjuk a masodrendii sztochasztikus dominancia definicidjat, ezt kovetden még 2
ekvivalens meghatdrozasat is megadjuk.

20. Definicié. Azt mondjuk, hogy R mdsodrendi sztochasztikus mddon domindlja R’ -t
(R ~.., R ), ha minden U nem csékkend, (nem szigorian) konkdv hasznossdgi fiigg-
vényre

E(U(R)) = E(U(R)) (3.7)
teljesiil.

A definiciéban szerepl6 sztochasztikus dominancia fogalom masik két ekvivalens mo-
don is megadhaté:

Tail,(R) > Tailo(R), (3.8)
ahol a Tail,(R) megfelel a CVaR:(R)-nek. Ez més sz6val azt jelenti, hogy

CVaRY%(R) > CVaRY%(R),

vagyis, ha az &bréat nézziik, akkor lathatjuk, hogy minél inkabb jobbra toljuk a CVaR%
értékét, annal gyorsabban cseng le baloldalt az eloszlas, vagyis annal kevéshé kockéazatos.
A fenti definici6 a kovetkezd egyenlotlenséggel is ekvivalens:

E(lt = Rly) < E([t - R4, (3.9)

amely fenn all minden t € IR-re.
A hasznossagi fiiggvény konkavitdasa a kockazatkeriil6 magatartast jellemzi.

3.2. Az osszefiiggési struktira hatasa a VaR és a CVaR
értékeire

Ebben az alfejezetben a fliggdségi struktira hatasat fogom vizsgalni két kockézati mé-
részamra. Az itt kovetkez6 eredményeim a [S6, S2] cikkekben jelentek meg, illetve [S18]
konferencian hangzott el.

Megmutatom, hogy a VaR és a CVaR kockazati mutaté értékeit hogyan befolyasoljak
a kiilonbozo tipusu fliggdségi struktirak. Ezeket az Osszefiiggési struktiurakat kiilonbozo
kopulakkal valé modellezéssel mutatom be.

A fliggoségi struktira VaR-ra és CVaR-ra gyakorolt hatasat szimulalt és valés adatokon
is szemléltetem. A vizsgdlatokat szimulalt és valds portfolié kockazati adatokon végzem.

A szimuldciékat R nyelven implementaltam, a peremek illesztéséhez a fitdistrplus, a
kopuldk illesztéséhez a copula és rvinecopulib R csomagokat hasznaltam.

A Gauss-eloszlast altalanosan alkalmaztak a tobbvaltozos valdszintiségi eloszlas mo-
dellezésében, a kalibralasban és szimulacioban hasznalt hatékony algoritmusok miatt. Az
egyik nyilvanvalé hatranya a szimmetriaja, ami azt jelenti, hogy a veszteségek valdszi-
nisége megegyezik a nyereség valdszintiségével. A tanulmanyok azt sugalljak, hogy a



3. FEJEZET. KOCKAZAT MODELLEZESE KOPULAK FELHASZNALASAVAL 44

mérészamok erdsebb egyiittes mozgast mutatnak vélsag idején [3], [45]. Az egylittmozgas
modellezésének egyik modja a keverteloszlasok alkalmazasa. A kopuldkat Zhu és Fukus-
hima [125] javasolta a robusztus "worst case” szcendrié modellezésére.

A kockézat szamitasa egy S véletlen valtozé egyvaltozos valoszintiségi eloszlasa alapjan
torténik, amely az Osszetevok hozamainak megfeleld, sulyozott véletlen valtozok Gsszege.
A kockézat kezelése nem csak a portféliok esetében fontos, ugyanez a probléma megjelenik
a két vagy tobb folyd altal okozott arvizek esetében is. Szamos tanulméany sziiletett a
kapcsolodd témakban, a legtobbjiik kopulakat hasznal a jovobeli adatok szimuldciéjaban,
és azzal foglalkozik, hogy pontos eldrejelzést adjon [19]. A legtobb irds idésorok esetében
az egylittes reziduum eloszlas modellezésére hasznal kopuldkat [25, 2.

3.2.1. A Gauss-kopula elonyos tulajdonsagai specialis eloszlasok
modellezésében

A 2008-as vélsagot kovetoen, komoly tamadasok érték a matematikai modelleket. A
tamadésok egyik f6 célpontja a Gauss-kopula alkalmazéasa volt. Jelen rész célja egyrészt a
Gauss-kopula néhany jo tulajdonsaganak bemutatasa — amelyeket sokszor figyelmen kiviil
hagynak — elméleti szempontbdl, illetve szimulacidk segitségével. Ezt a részt a Gauss-
kopula egy rehabilitdcidjanak szanom a [94] replikdjaként.

Elsédlegesen néhany fontos elméleti elonyre mutatok ra. Egy egyiittes eloszlasban,
példaul egy portfélioban, az értékpapirok kiillonbézé mdédon korelldlnak egyméssal. Ha
egy egyilittes normalis eloszlast tételeznénk fel, abbdl azonnal kovetkezne, hogy a peremek
is normalis eloszlasuak kell legyenek, ami mint tudjuk elég szigoru feltétel. Ha azonban
Gauss-kopulat hasznalunk, a peremek barmilyen eloszlasiak lehetnek. Fzzel ravilagitot-
tam, miért hasznosabb a Gauss-kopulaval valé modellezés az egyiittes Gauss-eloszlasnal.
Kritikaként folmeriilt, hogy nem modellezi jol a farkokban 1évo Gsszefiiggéseket. Példa-
ul az archimédeszi kopuldk ezeket jol modellezik, mégsem lehetnek a Gauss-kopuldnak
alternativai a magasabb dimenziékban. Az ok pedig a kovetkezo: az értékpapir parok
kiilonboz6 médon fiiggnek egymastol, ezeket az Osszefiiggéseket egy tobbdimenzids ar-
chimédeszi kopula paramétere nem tudja leirni, a Gauss-kopula (és a Student-kopula) a
kovariancia matrixon keresztiil pedig igen.

Ebben az alfejezetben kétdimenzids egyiittes valdszinliségi eloszlasok harom esetét
mutatjuk be. Mindharmat Gauss-kopuldk generaljak, o = 0,8 korrelacids egyiitthatéval.
Az elsé esetben (3.7a. dbra) mindkét marginélis valészintiségeloszlas Gauss, vagyis egy
egylittes normalis eloszldsrél van sz6, a masodik esetben (3.7b. abra) az egyik marginélis
valészintiségeloszlas exponencidlis, a masik normalis, a harmadik esetben pedig mindkettd
exponencidlis (3.7c. dbra).
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3.7. dbra. Gauss-kopula (¢ = 0,8) a) két normdlis (x = 3, ¢ = 1), b) normalis (p =
3, o =1) és exponencidlis (A = £), ¢) két exponencidlis (A = ) peremekkel (N = 2000)

A 3.7b. abran megfigyelheto az egyiittes valdszintiségi eloszlds aszimmetridja és az
erés also farokfiiggés. A 3.7c. dbran a ferdeség és az erds also fiiggdség is megfigyelhetd.
A 3.7. 4bra a peremeloszlasok szerepét mutatja be a Gauss-kopula esetében. Ezek a példdk
azt mutatjak, hogy erés farokfiiggés és aszimmetria is modellezhet6 a Gauss-kopulaval,
kihasznédlva azt a vonzd tulajdonsidgot, hogy tetszoleges peremeloszlasok valaszthatdk.
Az alfejezet konkluzidéjaként kiemelem, hogy ebbdl az is latszik, hogy a peremeloszlasok
kombindlasanak milyen fontos szerepe van a specidlis farokosszefiiggések modellezésében.

3.2.2. A kopula szerepe az egyiittes valosziniiségi eloszlasok
modellezésében

Ebben a kisérletben a referencia adathalmazt egy 3-dimenzids normalis kopuldval gene-
raltuk tgy, hogy el6szor minden marginalis értéket normalis eloszlasinak vettiink, majd
egy exponencialis és a masik kettdé normalis eloszldsival dolgoztunk. Ebben a kisérleti
esetben ugyanazt a ¢ = 0, 8 korrelaciés egyiitthatot vettiik az osszes perem kozott.

Ezutan el6szor kiilonbozo kopulakat illesztettiink a referencia adatokra, megorizve a
normalis peremeket. A kiilonbozo fiiggdségi strukturdk modellezésére Student-, Clayton-,
Gumbel-, Frank-kopuldkat hasznaltunk (3.8. dbra). Az egyes sorokban egy adott har-
madrendii kopula (Student az elsé sorban, Clayton a masodik sorban, Gumbel a harmadik
sorban és Frank az utolsé sorban) normaélis peremekkel szimuldlt pontjainak kétdimenziés
vetiiletei lathatok. Minden sorban méas-mas kopula hatasat figyelhetjiikk meg. Az elso sor-
ban a pontok a t-kopula miatt ellipszis alaktiak, a mésodik sorban a Clayton-kopula miatt
alsé farokfiiggés lathatd, a harmadik sorban a Gumbel-kopula miatt a felso farokfiiggést
latni, az utolsé sorban pedig a Frank-kopula altal generalt pontok, farokfiiggés nélkiil.

Maésodjara egy exponencidlis és két normalis peremet valasztunk. A kétdimenzids
peremeloszlasokat a 3.9. abran mutatjuk be, a kopula tipuséat és a peremeloszlasok tipusat
is véaltoztatjuk. Egy adott kopula esetében a kétvaltozds vetiileteket (peremeloszlasok)
ugyanabban a sorban szemléltetjiik.

Altalaban a tébbvaltozés normalis vagy a t-kopulat meghatarozo kovariancia- vagy
korreldciés matrix kiilonbozo értékeket tartalmazhat. Ez teszi a normalis és a t-kopulat
magasabb dimenziékban sokkal rugalmasabba, a tobbvaltozds archimédeszi kopulaknél.
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3.8. abra. A kiilonboz6 fliggbségi strukturak modellezése Student-, Clayton-, Gumbel-,
Frank-kopuldkkal, Gauss-kopuldbdl (¢ = 0, 8) hdrom normélis (x = 3, o = 1) peremmel
generalt értékekre (N = 2000).
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Ezért ez a normalis és a t-kopula nagyon vonzé tulajdonsaga. Ezt a tulajdonsagot kihasz-
nalva egyszerre modellezhetiink olyan tobbvaltozos eloszlast, amelynek 6sszetevoi kozott
kiilonbozo tipusu fiiggdségek vannak. A korrelaciés métrixra vonatkozo egyetlen megko-
tés, hogy pozitiv szemidefinit legyen.

L A
T A

gen1-gen2 gen1-gen3 gen2-gen3

3.9. dbra. A kiilonboz6 fliggéségi strukturak modellezése Student-, Clayton-, Gumbel-,
Frank-kopuldkkal, Gauss-kopulabél (o = 0,8) egy exponencidlis (A = §) és két normélis
(i =3, 0 =1) peremmel generalt értékekre (N=2000)
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3.2.3. A fiiggoségi struktura hatasa a kockazati mutatokra

Az el6z6 két 3-dimenzids szimulacié adatait felhasznalva kiszamitom a harom perem 6ssze-
géhez, mint portfélichoz tartozé alsé és fels6 VaR és CVaR értékeket, a = 0,025 és
B = 0,025 értékekkel dolgoztunk. Az ott hasznalt p = 0, 8 korrelaciéju peremekkel gene-
ralt referencia adathalmaz mellett még két o = 0,95 és 0, 1 korrelacids egyiitthatd értékkel
is elvégeztem a fenti szimuldciot.

A 3.10. a. abra oszlopait tekintve megfigyelhetjiik a kiilonboz6 kopulatipusok ha-
tasat a portfoliéra, azonos margindlisok mellett. Megfigyelheto, hogy a Clayton-kopula
esetében alacsonyabb VaR (UVaR) és CVaR (UCVaR), a Gumbel-kopula esetében maga-
sabb VaR (LVar) és alacsonyabb CVaR (LCVaR) értéket kapunk. A 3.10. b. dbra azt
is mutatja, hogy milyen kiilonbséget jelent, ha kiilénb6z6 tipusi peremekkel rendelkezik
az adathalmaz. A Clayton-kopula és a Gumbel-kopula jellegzetes hatasa sokkal jobban
megfigyelhet6. Gumbel erds felso fiiggés a felsé extremitasban, Clayton erds fiiggés az
alsé extremitasban.

Még az is jol latszik, ha a bal és jobb oldalt 6sszehasonlitjuk, hogy a normalis peremek
sokkal kevéshé térnek el felfelé a varhatéértéktol, mint a nem normalis peremek.

Egy masik érdekes kérdés, hogy o értéke hogyan befolyasolja a kopulak hatédsai ko-
zOtti kiillonbségeket. Ha p értéke kozel 1, akkor a véletlen valtozok kozott nagyon szoros
fiiggéség all fenn, ez jobban kidomboritja a kopuldk specifikumait (3.10. c. és d. abra).
Abban az esetben, ha p értéke nagyon kozel van a 0-hoz, minden kopula kozelebb kertil
a fiiggetlenségi kopulahoz, igy a szimuldciés eredmények is egyre kozelebb keriilnek egy-
méashoz. Az is érdekes, hogy a fiiggetlenség (alacsony fiiggéség) esetében az UVaR és az
LVaR ko6zotti intervallum sziikebb, ami teljesen 6sszhangban van a portfoliédiverzifikdcio
céljaval (3.10. e. és f. dbra), a portfdlié kockdzatanak csokkentése érdekében.

3.2.4. A 0sszefiiggési struktira hatasanak bemutatasa valos pénziigyi
adatokon

Az értékpapirok és a portfolio idésorkénti elérejezéséhez, tobb cikk is alkalmazta a ko-
puldkat. Legtobb esetben az idésor modellek illesztését kovetden, a reziduumok egyiittes
ingadozdsédnak modellezésében hasznaltdk a kopula fiiggvényeket [2, 25]. Azonban nagyon
kevés cikk van, amely a loghozamok egyiittes eloszlasat modellezi kopuldkkal szcenarié-
generalasi célbdl [67].

Ebben a részben a kopula altal kodolt fiiggdség kockazati mutatdkra gyakorolt hatasat
targyalom és szemléltetem.

Az adatokat a Yahoo Finance-bol toltottem le (https://finance.yahoo.com/). Két
portfoliét vettem goresé ala. Eldszor egy olyan portfolidt vettem figyelembe, amely harom
részvény 10 éven keresztiil (2011.01.04-t61 2020.12.31-ig) naponta regisztralt arfolyamaibdl
all. A hérom részvény (Tesco PLC, Vodafone Group Plc, Rolls-Royce Holdings plc) az
FTSE100-bdl valé. Az id6horizont T = 2521. A harom id&sor és Osszegiik grafikonjait
a 3.11. abra szemlélteti.

A maésodik portfélié 6 értékpapirt tartalmaz, minden részvénybdl egyet. Ezt az alfe-
jezet masodik részében elemzem.
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3.10. dbra. A portfolio VaR és CVaR értékei a kiilonbozo kopuldk esetén

The examined stocks and the portfolio
04.01.2011.-31,12.2020.
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3.11. dbra. A részvények idésorai
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Konnyen megfigyelhetd, hogy ezek az idGsorok elészor is azért nem stacionariusak,
mert tartalmaznak egy trendet. Ahhoz, hogy trend nélkiili idésorokka alakitsuk at oket,
a kovetkezo, logaritmikus hozam nevii transzformaciot vezetjiik be:

e
ry = ln——.

DPt—1

A szakirodalomban gyakorlati szempontbdl sokszor a sulyokat %—mel helyettesitik, m
részvény esetén. Ennek egyik oka, hogy a silyoknak idében allandonak kell maradniuk,
hogy képet kapjunk a portfolié kockazatossdgarol. A kovetkezOkben az érintett részvé-
nyek logaritmikus hozamainak 6sszegével foglalkozunk (1d. Miskolci Panna [66]). Most a
véletlen véltozok a harom részvény logaritmikus hozamai, szézalékban kifejezve. Ezeket
az idosorokat a 3.12. abra mutatja. A kockazatot felso és alsé VaR és fels6 és alsé CVaR
értékekkel kivanjuk jellemezni, a kiilonbozé kopulacsaladok legjobban illeszked6 kopuléi
esetén.

VoD IsCO

RR Portfalio

3.12. dbra. A részvények és portfélidjuk hozamai

Az eljardsom a kovetkez6 1épésekbol all.

21. Algoritmus. Algoritmus a VaR és C'VaR értékeinek kiszamitdsdra

1. lépés: A napi drakat loghozamokra transzformdlom.

2. lépés: Jo peremeloszldsok illesztése. Az empirikus adatok egyvdltozos peremeloszld-
sait illesztjiik (loglikelihood mazximalizdldsdval). Ezeket a valdsziniségi eloszldsokat
haszndljuk o kisérlet sordn.
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3. lépés: A legjobb kopula illesztés eqy adott kopulacsalddbol. Az empirikus peremel-
oszlasokat egyenletes peremeloszldsokkd alakitjuk. A d-dimenzios empirikus kopuldt,
amely egyenletes peremekkel rendelkezik, arra hasznaljuk, hogy eqy adott kopulacsa-
ladbol (normdlis, t, Clayton, Gumbel, Frank) a legjobb kopuldat (loglikelihood maxi-
malizdldsdval) illesszik rd. Ennek eredményeként megkapjuk azokat a paramétereket,
amelyek az egyes csalddok legjobb kopulajat jellemzik.

4. lépés: Az egyenletes peremeket az 1. lépésben kapott folytonos peremekkel helyette-
sityiik. Igy megkapjuk az eqyiittes eloszldst.

5. lépés: Minden kopula-tipusra (a 2. lépésben kivdlasztott paraméterekkel) a 4. lépés-
ben kapott egyiittes eloszlds alapjdn 10 000 d-dimenzios adatpontot szimuldalunk.

6. lépés: Minden egyes adatpont eqy loghozamokbol dllo vektort hatdroz meg, ami alap-
jan kiszamithato a neki megfelelo loghozamdsszeg. lgy az egyenld siulyozdasi loghozam
portfoliot szamoljuk ki.

7. lépés: Kiértékeljiik a felso és also VaR-t és a C'VaR-t.

Az eredmények bemutatasa el6tt tegyiink néhany észrevételt. Ebben az esetben a
normalis és a Student-féle t-kopuldnak nem csak egy korrelaciés egyiitthatéja van, mint
az el6z6 részben, hanem ezek kiilonboznek a mintanak megfeleléen. Mindegyik parnak
mas-mas korrelacids egyiitthatdja van. Kz ismét megmutatja a tobbvaltozds Student-
vagy Gauss-kopula rugalmassigét a magasabb dimenziéban is egyetlen paraméterrel (vagy
kett6vel, bizonyos esetekben harommal 3.3. tablézat) rendelkez6 archimédeszi-kopulaval
szemben. Az Osszes egyvaltozos peremhez a t-eloszlas adja a legjobb illeszkedést 3,40,
2,66 és 1,81 szabadségi fokkal.

Most bevezetek egy 1j kozelitést, amit a feltételes fiiggetlenség alapjan hatarozok
meg. Bemutatom ennek elméleti hatterét hdarom valtozora. Természetesen ezt lehet tobb
valtozéra is altaldanositani.

Tegyiik fel, hogy harom véletlen valtozoval rendelkeziink: X, Y, Z. A lancformula
alkalmazasaval a kovetkezoket kapjuk

Ixvz (z,y,2) = fx () fyix (Wl7) fz1xv (2]2, ).

Most tegyiik fel, hogy fxyz (x,y, 2)-t olyan valdszintiségi eloszldssal akarjuk kozeliteni,
amely azt kodolja, hogy X és Z fiiggetlenek adott Y esetén. Ebben az esetben az utolso
tényezo
fzixy (zlz,y) = fziy (2]y)
tehat
fxvz (x,y,2) = fx (@) fyix Wlz) f2v (2]y),

ami a feltételes valdszintiségi striiségek képleteinek alkalmazéasdaval a kovetkezoképpen
fejezhetd ki:

vz (,y,2) = fXY(x?jij '(5;/2(3/, z)‘
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Most a (3.2) képlet segitségével az Osszes stiriiséget ki tudjuk fejezni kopuldk segitségével:

Xy (u,v,w) = cxy (u,v) - cyz (v, w),

ahol u = Fx (), v=Fy(y), v=Fz(2).

3.3. tablazat. Az illesztett kopuldk paraméterei

kopula tipus paraméterek

CI t(0,29;0,31)-t(6,56;5,22)
normalis rho(0,29;0,3;0,25)

t rho(0,23;0,24;0,21) df(2)
clayton alfa(0,33)
gumbel alfa(1,2)

frank alfa(1,65)

A harom peremeloszlasparbdl csak kettot fogunk hasznalni. Azokat hasznaljuk, ame-
lyeknél a legmagasabb a Kendall érték, Chow és Liu 6tlete nyoméan [17] ez adja a legjobb
illeszkedést az ilyen tipusu kozelitéseknél.

Ez a fajta kopula nagyobb rugalmassiggal rendelkezik, mint a tébbvaltozos archimé-
deszi kopuldk. A feltételes kopula esetében az érintett kopulak egyszerre kiillonbozé tipusu
nemlinearis fliggoségekkel rendelkezhetnek.

A tobbvaltozos Gauss-kopula és a t-kopula is rugalmas, mert egyszerre kiilonb6z6 tipu-
su fiiggoségeket tesz lehetévé. Ezek a fliggdségek azonban korreldcidra épiilo fliggoségek.
A feltételes fiiggetlenséget kihasznalva a modellezésben akar két kiilonbozo csaladot is
hasznalhatunk (haromvéltozés esetben), aminek koszonhetéen aszimmetrikus Osszefiiggé-
sek is megjelenhetnek, illetve széles farku Osszefiiggések is.

Most attérek az adott harom valtozé modellezésére. A harom kétdimenzids perem-
eloszlas koziil csak kettot akarunk hasznalni. Azokat hasznaljuk, amelyeknek a Kendall
értéke a legmagasabb (3.4. tédblazat). Ennek megfeleléen a modellben csak két kétdimen-
zi6s kopulat fogunk hasznalni. Ez egy olyan kozelito eloszlas lesz, amelybe belekodoltunk
egy feltételes fiiggetlenséget azok kozott a valtozdk kozott, amelyek nem szerepelnek egy
parban, feltéve arra, amely mindkét parban szerepel. Ez a tipusi kopula nagyobb ru-
galmassaggal rendelkezik, mint a tobbvaltozés archimédeszi kopulak. A feltételes fiigget-
lenséget tartalmazoé kopula esetében az érintett kopuldk egyszerre kiilonb6zo tipusu nem
okvetleniil szimmetrikus fliggéségekkel rendelkezhetnek. Ha csak parkopuldkat haszna-
lunk, akkor be lehet bizonyitani, hogy a legjobb kozelitést a maximalis feszitéfa alapjan
kapjuk meg. (A teljes graf éleit, amiben keressiik a feszitofat, az Osszefiiggés eréssége
stlyozza.)

3.4. tablazat. A részvények Kendall-7 matrixa

VOD | TSCO | RR
VOD 1 0,188 | 0,201
TSCO | 0,188 1 0,168
RR 0,201 | 0,168 1
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A kiilonbo6z6 tipusu kopuldkkal modellezett portféliok kockazati mérdszamai kozotti
kiilonbségeket a 3.13. abra mutatja be. A feltételes fiiggetlenséget tartalmazé kopulat
Cl-kopulaként jeloljiik.

VOB-TSCD-RR
20
5 v u a - n -
]
= ] ] - . ] -
r:
¥] = * + * - - *
1 1yt ke 1ak
- - - ™ s ] [
10
* L] L] -]
o 4 *
20
L ITIANET L ] L Wal [ ] f @ | (1] I 1"
X i rermol t clayton  gumbel frank
mean  -0.07 0.07 -0.03 -0.04 0,08 .04 0.10
LVaR -B46 -B.20 -B.46 -8.45 B.66 -7.83 -7.79
Uver 812 B.55 B8.50 775 7.47 Bol 71.86

LEVaR -12.70 -13.75 -15.73 15,72 -15.03 -13.60 -13.71
UCVaR 12.80 14.41 15.37 15.26 14.83 16.13 16.81

3.13. dbra. A portféli6 VaR és CVaR értékei (X az eredeti adathalmaz)

Mindegyik csaladon beliil kivalasztottuk a legjobban illeszked6 kopulat a loglikelihood
maximalizdlasa alapjan. Ezek a loglikelihood értékek lathatok a 3.5. tablazatban.

Ebbol a tablazatbdl leolvashatd, hogy a legjobban illeszkeddé kopula az, amelyik felté-
teles fliggetlenséget tartalmaz. Ennek magyardzata az, hogy a kiilonboz6 érintett parok
kiilonboz6 tipusi fiiggbséggel rendelkeznek, t(0,29;0,31)-t(6,56;5,22), ami nem modellez-
heto korrelaciéval.

3.5. tdblazat. A kopulaillesztés log-likelihoodjai a legjobb kopula paramétereivel kiérté-
kelve

CI normal t clayton | gumbel | frank
loglik | 290,83 | 268,63 | 90,29 | 223,33 | 257,88 | 242,44

Most attériink egy nagyobb portfolié kopuldkkal valé modellezésére. A portfolié ez-
uttal 6 értékpapirt tartalmaz. Az értékpapirok idGsorai és az egyenld stlyokkal stlyozott
portfélio a 3.14. abran lathato. Az alsé 3 részvény kinagyitva a 3.15. dbran lathato.
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A vizgsgalt részvények és a portfolio
2001.00.04-2020.12.31
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3.15. dbra. A 3 legkisebb részvény idosorai

54

Napi megfigyelésekrdl van ismét sz6, amelyeknek a loghozamat nézziik. A loghozamo-

kat egyben a 3.16. abran és részvényenként a 3.17. abran lathatjuk.
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A vizsgalt résrvények szazalékos logaritmikus hozama
2011.01.04-2020.12.31 |

3.17. abra. Az értékpapirok loghozamai

Ebben a kisérletben is ugyanazokat a kockézati mutatokat vizsgalom, mint a 3-dimenzios
esetben. Most is a 21. algoritmussal dolgozok, azzal a kiilénbséggel, hogy el6zékben hasz-
nalt kopuldkhoz hozzaveszem a vine-kopula strukturat is. Az eredményeket ismertettem
a MOK Konferencidn [S18].

A parkopulék szintvonalai a 3.18. dbran lathatok.
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3.18. abra. Parkopuldk szintvonalai

O

Az egyik kozelitést, az elso fa struktira adja meg. Az alapotlete, hogy olyan kopulaval
kozelitiink, mely a legosszefiiggébb két-dimenzids peremek szorzatat tartalmazza, amelyek
egy feszitofat hataroznak meg.

A fa, amely élein lathatok a megfelel6 parra illesztett kopuldk, a 3.19. dbran lathato.
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3.19. dbra. A vine-kopula els6 faja, ami alapjan keletkezett a truncVineL.1

[llesztettem az adatokra teljes vine-kopulat is, amely az Osszes fat tartalmazza. Ennek
a kopulanak viszonylag magas, 15 a paramétereinek szdma, mivel most minden élen egy
paramétertol fiiggd kopula van. A teljes fastruktura az illesztett parkopulak adataival
a 3.20. dbran lathat6 (a bbl és bb8 is egyfajta kopula).
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3.20. dbra. A teljes vine-kopula az Osszes faval és az Gsszes éllel

A loglikelihoodokat tartalmazé tablazatbol 3.21. lathatd, hogy az Gsszes koziil a Vi-
neAll (ami a teljes vine-kopulat jeloli) illeszkedik a legjobban. FEz értheté, ha azt is
figyelembe vessziik, mennyi paraméter meghatarozasatol fiigg. Masodik legjobban illesz-
ked6 a normalis kopula, ebbdl is jol latszik a hatékonysaga, ami annak kdszénheto, hogy a
kovariancia matrix sok paramétert tartalmaz. A harmadik legjobban illeszked6 a VineCo-
pulaTruncL1, ami az egy fa alapjan kapott kopula szorzatot jelenti. A paraméterek szama
ebben az esetben egyenld a valtozok szama minusz egy, ami sokkal kevesebb paramétert
jelent, mint a teljes vine-kopulanal. Ebben az esetben 5. Habar a teljes vine-kopula
illeszkedik a legjobban én mégis a normalis kopulat vagy a fa alapi kopulat javaslom
modellezésre.

truncVinell vineAll normal t clayton gumbel frank
906,362 1294,158 1080,705 191,182 839,350 838,545 810,514

3.21. abra. Az illesztett kopulak loglikelihood értékei

Tovabbiakban azzal foglalkozom, hogyan hatnak ezek az Osszefiiggési strukturak a
kockéazati mutatokra.

A 3.22. tablazatban lathatok a kockazati mértékek szamszerten, illetve a 3.23. abran
illusztralva n = 50000 mintanagysag esetén. A kisérleteket elvégeztem kiilonb6z6 min-
tanagysagra (n = 10;20;30;40 és 50 ezer) és minden mintanagysag esetén 10 futtatést
végeztem. A generalt mintdk VaR és CVaR értékei kiilonboz6 mintanagysagok esetén
a 3.24. 4bran lathatdék, valamint a 10 futtatas atlagai a 3.25. dbran. Jol latszik, hogy
a mintanagysag a modell robusztussagahoz vezet egyrészt, masrészt pedig ezekbol az ab-
rakbol a kopuldk specifikumai is leolvashaték: Clayton- erds alsé Osszefiiggés, Gumbel-
eros fels Osszefiiggés.
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X truncVine vinsAll normal t clayton gumbel frank
mean 0.02106698 0.06849757 0.06536403 009293175 0.12486112 0.11186184 0.01845675 0.08589353
L VaR -12.867275 -11.603458 -13.174997 -12.916322 -11.7020598 -13.521835 -11.274115 -11.047528
U VaR 13.2832615 11.5682318 13.1918598 13.1721855 12.1253014 10.5545869 14.2221863 12.2114352
L CvaR -19.699669 -18.912081 -21.876136 -19.823835 -19.909325 -22.474796 -18.019131 -17.042969
U CVar 18.2376401 1B.BB3IS466 22.4650981 20.1518874 21.8738729 16.4593402 23.6771339 1RB.B56271

3.22. abra. A kockédzati mutatdk értékei (n = 50000)

Az ertekpapirok kockazat mutatai kulonbord kopuldkkal [r=50 000)

3.24. dbra. Kockézati mutatdk kiilonbozé mintanagysdgok esetén (10 kisérlet)

S83383 28841

britt

3.25. dbra. Kockdzati mutatdk kiilonb6z6 mintanagységok esetén (10 kisérlet atlagai)
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3.3. Portfolio optimalizalas masodrendii sztochasztikus
dominancia mellett

Ebben alfejezetben egyrészt egy sztochasztikus optimalizalasi feladat megoldasa lesz a
portfolié silyozasa, mésrészt pedig a portfolié optimalis kivalasztasat adatgeneralassal
tamogattam meg. A harmadik érdekesség, hogy ebben az esetben egy 68 értékpapirbol
allo portféliot kell 6sszeallitani. A feladatom volt a minta alapjén szcenaridk generaldasaval
bemeneti adatot adni a portfélié optimalizalasi feladatnak.

Eloszor felvezetem a portfélio optimalizalashoz tartozd sztochasztikus optimalizéla-
si problémat, annak feltételrendszerét, és réviden vazolom az optimalizalasi eljarasokat,
amelyeket felhasznalunk. A feltételrendszer a masodrendii sztochasztikus dominancia
fogalommal lesz megadva. Ezen keresztiil vizsgaljuk a portfélié kockazatat. A fejezet
masodik része mutatja be az altalam végzett eljarasokat. Azt vizsgaltam, hogy Kkii-
16nb6z6 szcenarié generalasok hogyan befolyasoljak az optimalizalds megoldasat, vagy-
is a portfdli6 kialakitasat és annak tulajdonsdgait. A fejezet az [S1] konyvfejezetre és
az [S13, S14, S15, S16] konferencia el6addsokra tdmaszkodik.

3.3.1. Elozmények, optimalizalasi eljarasok

A portfélié optimalizalast erésen befolydsolja az értékpapirok egyiittes eloszlasanak a
hianyos ismerete. Tegyiik fel, hogy van n darab értékpapirunk, amelyekbe be szeretnénk
fektetni egy egységnyi Osszeget egy adott fix idotartamra. A portféliot egy n dimenzids
vektor hatarozza meg,

x = (r1,...7,) € R",

ahol az i. poziciéban 1évé elem megmutatja, hogy az 6sszeg hanyad részét fektettiik az
i. értékpapirba. Feltessziik, hogy ezeknek Gsszege 1. A megengedett portfélidk halmaza
X. A portfolié hozama egy valdszintiségi valtozo, amely a kovetkezd modon fiige az
értékpapirok véletlen hozamatol:

Rm = l’lRl + ...+ [L’an

Az alabbi fogalmak a masodrendil sztochasztikus dominancia fogalmat hasznaljak,
amelyet a 20. definiciéban adtunk meg.

22. Definicio. Azt mondjuk, hogy eqy x* portfolic SSD-efficiens, ha nem létezik mdsik meg-
engedett portfolio, amely ezt domindlna SSD modon, vagyis nem létezik x € X, amelyre
a kovetkezd all fenn:

Ra’; - Rw*,

SSD

A kovetkez6ben attekintjitk az ehhez kapcsol6dé optimalizalasi feladatokat. Tegyiik
fel, hogy rendelkezésiinkre all egy R, hozam, amely ismert diszkrét eloszlassal rendelkezik;
R lehet példaul egy értékpapir hozama, vagy egy benchmark portfélié hozama.

Dentcheva és Ruszcezynski [24]-ben megfogalmaztak az SSD feltétel alapi portfélié
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optimalizalasi modellt:
max f(x)

feltéve hogy x € X, (3.10)

Ry =... R,

—SSD
ahol f egy a konkav fliggvényt jelol.

Specialisan legyen f(x) = E(Rg). Az optimalizalési feladathoz, a szerzék a 2. ekviva-
lens felirast (3.9) alakban alkalmaztak és bebizonyitottdk, hogy véges diszkrét eloszlasok
esetén a dominanciat tartalmazo feltétel felirhaté egy véges egyenletrendszerrel.

Roman, Darby-Dowman és Mitra a [91]-ben a (3.8) képlet masodrendii sztochasztikus
dominancia felirasat hasznéltak az optimalizaldsi eljarasban. Véges diszkrét eloszlasok
feltételezésébdl indultak ki, amelynek a realizaciéi egyenlo valoszintiséggel kovetkeznek be.
Ennek a feltételezésnek megfelelnek a folytonos eloszlasbol vett fiiggetlen mintaelemek.

Az SSD relaciot visszavezették egy véges egyenlotlenségrendszerre.

Tail, (Rg) > Taily (R) (i=1,...,5), (3.11)

ahol S a (egyenld valdsziniiségil) szcenérik szama.

A kovetkez6 megkozelités a (3.8) egyenldtlenség felirasbdl kovetkezik.

Az alapétlet az, hogy az x portfolio, amelynek a varhaté hozama Rg, minél kozelebb
keriiljon a referencia portfolié hozamahoz, s6t emuldalja azt egyenletes értelemben. Ezt egy
tobbszempontu optimalizéldsi feladatnak tekinthetjiik, amely Pareto-optimadlis megoldasai
SSD-efficiens portfoliok lesznek. Jeloljiik a referencia portf6lié hasznat R-rel. A farkokban
1évo kiillonbségek segitségével a kovetkezoképpen értends. Legyen a "legrosszabb farok
kiilonbség” az Osszes szcenarion:

Y = min (Tailg (Rm) - Taﬂg (§>)

i=1...5

A feladatunk a kovetkezo lesz:

max v
feltéve, hogy ¥ € IR, xe€ X, (3.12)
Tail; (Rg) > Tail; (R) +0  (i=1,....9).
Tovébblépve Fébian, Mitra, Roman és Zverovich a [32]-ben a kivetkez6 optimalizaldsi

feladatot ajanlottak:
max o

feltéve, hogy ¥ € R, x € X, (3.13)

Rg .., R+9.

Az R =, R+ azt jelenti, hogy az Rg nem csak az R referencia hozamét dominalja,
hanem emellett még egy kockazatmentes befektetés 9 hozamaval is.
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Feltéve, hogy S egyenl6 valdszintiségii realizaciot tekintiink, az

Ry = R+

SSD

feltétel atfogalmazhatd a kovetkezoképpen:
Tail; (Rg) > Tail; (R+9) (i=1,...,5).

Mivel )
. 35 . 35 7 .
Taﬂ%(RjLﬁ):Taﬂ%(R)—{—gﬁ (1=1,...,9)

a (3.13) feladat ekvivalens lesz a kévetkezovel:

max v
feltéve, hogy ¥ €1R, x€ X, (3.14)

Tail, (Rg) > Taily (R)+ 50 (i=1,...,9).

i
S

Az kiilonbség a (3.12) optimalizalasi feladat és a (3.14) modell kozott, hogy az utéb-
biban skélazva vannak a farkak.

A fejezet tovabbi részében ezekre a modellekre a kovetkezoképpen hivatkozunk majd.
A (3.12) optimalizaldsi feladatot skdldzatlan modellnek, mig a (3.14) és a (3.13) feladato-
kat skdlazott modellnek nevezziik.

A kovetkezokben sziikség lesz a kovetkezo formulara, amelyet Rockafellar és Uryasev
[89], [90] vezettett be

. s
) 1 4
i, _ L= [i_ Ok ]
g (Re) = g { 515 L [—r0re] .
ahol t; dontési valtozé, 7V Ta pedig az x portfélié hozama, ha a j-edik forgatékonyv
kovetkezik be. Ezt a képletet haszndltak a [91] cikkben, hogy a nemskélazott (3.12)
modellt egy linedris programozasi feladatra transzformaljak.
Fébidn és munkatarsai a [31] cikkben adaptéltak a Kiinzi-Bay és Mayer [54] vagdsikos
modszert és a kovetkezd formuldhoz jutottak:
Tail ; (Rz) = min g > ri) Ty
JET:

(3.15)
feltéve, hogy J; C {1,...,S}, |Ji| =1.
Felhasznalva a (3.15) felirdst, a nemskalazott (3.12) modellt a kovetkezOképpen lehet
atirni:

max U

feltéve, hogy ¥ € IR, x € X,
(3.16)

V47 < £ DTz minden J; C{1,...,S}, |J| =1,
ahol i=1,...,5.

JjeTi
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Hasonlé médon a (3.14) skaldzott modell a kévetkez6 formuldval adhaté meg:

max U

feltéve, hogy v € R, « € X,
(3.17)

L9+7 < £+ 5 r@PTg minden J; C{1,...,S}, |Ti| =1,

JjeTs
ahol 1=1,...,5.

A [31] és a [32] cikkekben Fabidn és munkatarsai bemutattak, hogy a vagdsikos mddszer
hatékony a skaldzott és a nem skaldzott problémaékon is.

3.3.2. Valds adatokon val6é portfolié optimalizalas, generalasi kisérletek
elokészitése

Ehhez a részhez kotodik a kutatasi munkam. A feladatom altalanos megfogalmazasa az
volt, hogy szimulédljak szcendridkat, kiilonbozo feltételek mellett. Ezekbol a futasokbdl
szarmazd eredményeket a kutatocsoporttal kozosen értélkeltiik ki.

Adatok és a kisérlet leirasa

Az adathalmaz n = 68 értékpapir értékét az FTSE 100 kosarbol és az FTSE 100 index
hozamat tartalmazza heti bontasban, ugyanazon intervallumra. Jeldlje 7" = 835 a hetek
szamét 1993. januart6l 2009. januarig. Adott a t-edik (0 < ¢ < T') héten n + 1 érték, az
egyes komponensek arai és a részvényindex.
Jeloljiik s}y -vel a részvényindexet, és jelolje st (1 < k < n) a k-adik részvény &rat.
(Megjegyezziik, hogy ezek hétvégi adatok, hat > 1, kiindul6 hétnek a 0. hetet gondoljuk.)
A hozamokat a kovetkezdképpen hatdarozzuk meg:

= (sp — s /st (0<k <n).

Ezeket egy (n + 1)-dimenzids vektorban helyezziik el.

rl=(rf,rl,. .1

r'n

Tehat a valos adatokbdl kiszamolt kiinduld adathalmazunk a kovetkezo:
R:={r'|t=1,....,T}.

Azzal a feltételezéssel dolgozunk, hogy a hozam eloszlasok ugyanazok mindegyik héten.

A kisérlet kiértékeléséhez felosztjuk az R adathalmazt két részre, egy H és egy T
halmazra véletlenszeriien, de betartva HUT =R, HNT = 0.

A H halmazt portfolié megvalasztasra hasznaltuk, a T halmazt pedig az out-of-sample
portfélio értékelésre.

Az optimalis portfélié meghatarozasokat a skalazott és nem skalazott modellek opti-
malizalasaval tettiik.
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Szcenariok generalasa
A kovetkezo szcenarié halmazokat hasznaljuk:

e A (H) tanuld minta H elemeit egyenld valdszinliségli vektoroknak tekintjiik. Ez
képezi a tanulé mintdkat, illetve az in-sample adatokat.

o A (G) generdlt minta (szcendridk), amit Gauss-kopula és lognormadlis peremek se-
gitségével generalunk. Ezeket a ‘H mintara illesztve hatdrozzuk meg.

o A (T) teszt halmaz elemeit, mint vektorokat azonos valészintiségii vektoroknak te-
kintjiik.

A fenti halmazok a kovetkezd szamossagiak: |H| = 668, |T| = 167 (az ardny |H| : [T| =
4:1). A generalt minta |G| = 10 000.

A kovetkezokben 12 szcenarié halmazt fogok szimuldlni, ami alapjan az optimalis
portféliot hatarozzuk meg.

A kisérletek a kovetkezo modon torténnek. Az R adatok particidjat 12-szer, egymastol
fiiggetleniil végeztitk el. HO UT® (1 =1,...,12)

Jeloljitk G)-lel az (-edik kisérlethez tartozé szcendriot.

Kétfajta portfolié optimalizélast alkalmaztunk: a skalazott (scaled) és nem skaldzott
(unscaled) eljérést.

Az R adatok szétvalasztasat két H U T halmazba véletlen szamgenerdtorral tettem.

A szcenaridk generalasat megvaldsito programot Matlabban implementaltam. A szce-
narioé generalashoz Gauss-kopulat hasznéltam, a peremeket pedig lognormalis eloszlasok-
kal modelleztem.

A peremek kozotti Osszefiiggést Spearman-féle rangkorrelacidéval szamoltam, mert ez
jobban kifejezi az adatok kozott 16ve Osszefiiggést és segitségével becsiilni tudjuk a Gauss-
kopula paramétereit (ldsd. Cherubini, Luciano, Vecchiato [16] konyvének 7.5.4. fejezete).

Az egydimenzids peremeloszlasokat a tanulé adatokra valé lognormaélis eloszlas illesz-
téssel hataroztam meg. Az adatokbol megbecsiiltem a korreldcio-matrixot, amely input
paramétere a Gauss-kopulanak.

Mivel a beépitett csomagok nem tudtak kezelni a sok inputvaltozot, illetve a nagy
mintat, ezért az adatgeneralasra a kopula-fliiggvény definicidéja alapjan a kovetkezd algo-
ritmust dolgoztam ki [S9].

23. Algoritmus. Szimuldcios modell Gauss-kopuldval

Bemenet: Az adathalmaz N x d méretd mdtriz pl. hozam, N az adathalmaz sorainak
szama, d az oszlopok (valtozok) szama

Kimenet: d elemi vektor az illesztett d-dimenzids Gauss-kopuldval modellezett egyiittes
eloszlds egy pontja

Kalibrdlds:

1. Az F; peremeloszlasok meghatdrozdsa, beépitett lognormadlis eloszldsfigguény illesz-
tésével. Az F ' inverzek szdrmaztatdsa F; fiigguényekbdl. (i=1,...,d)
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2. A Gauss-kopula korreldcidinak becslése: A kopuldhoz tartozé R = [p; ;] korreldcids
mdtrix a Spearman-féle rangkorreldcio empirikus becslésével:

. T
Pi,j = Sl (gps (Xl, XJ>> (318)

Véletlen vektorparaméterek generdldsa:

1. Cholesky-dekompozicios eljdrdssal az A alsé hdromszog mdtrix meghatdrozdsa: R =

AAT

2. Fiiggetlen normadlis eloszldsi véletlen z; vdltozdkbol z = (zq,. .., zq)T vektor szimu-

laldsa. (i=1,...,d)
3. y = Az mdtriz szorzat kiszdmitdsa

4. Legyen u; = ®(y;). (i=1,...,d)

5. Legyen X; = F, '(u;), ahol az F; a peremeloszlds eloszldsfiiggvénye, jelen esetben
lognormdlis eloszldas. (i=1,...,d)

3.3.3. A generalt szcenariok alapjan, a két moddszerrel meghatarozott
optimalis portfoliok kiértékelése

Ebben a részben Osszehasonlitjuk a kiilonb6zo optimalizalasi modszerrel meghatarozott
optimalis portfolio jellemzo6it. Altalanosan a kovetkezd két megfigyelés teheto:

— Az index eloszlasa relativ hosszu bal farokkal rendelkezik. A skalazatlan optimé-
lis portfolio eloszlasa baloldalt hamarabb cseng le, mikozben a skalazott optimalis
portfolié eloszldsanak a bal farka hasonld az index eloszlasaéhoz.

—  Mindkét modszerrel kapott portfélio nagyobb varhatoértékkel és kisebb szérassal ren-
delkezik, mint az index portfélié. A skalazott portféliénak nagyobb a varhatdértéke,
mint a skalazatlan portféliénak, de a szorasa is nagyobb a skaldzatlanénal.

A tanul6 mintan (in sample) optimalizalt portféli a kévetkez6 varhatéértéket és szo-
rast eredményezték. Latszik, hogy mindkét modszerrel meghatarozott portfélié6 dominalja
az indexet (FTSE100), varhat6értékiik nagyobb, szérasuk kisebb.

‘ expect. st.dev.

index | 0,0006 0,0239
unscaled | 0,0023 0,0210
scaled | 0,0045 0,0231

Részletesebb képet kapunk 3.26. dbra alapjan, ahol a két hisztogram, a skalédzatlan,
illetve skaldzott eljarassal kapott portfolié eloszlasat mutatja az index eloszldssal egyiitt.
A kovetkezo tablazatban lathatjuk a tanulé halmazon a két médszerrel meghatarozott,
két portfolié eredményeit a tesztel6 halmazon (out of sample). A skalazatlan eljarasbol
szarmazott portfolié eloszlas legtébbszor sztochasztikusan domindlta az index eloszlasét
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3.26. abra. Tanulé adathalmazon optimalizélt portf6lick eloszldsa a tanulé mintédn (in
sample). Fent a skdldzatlan mddszerrel, lent a skdldzott mddszerrel. Mindkét dbran az

index eloszldsa is lathato
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(9-ben a 12-bol). A skéldzott eloszlds nem dominélta dltaldban az index eloszlast (3-szor
dominélta a 12-b6l esetbdl). Megjegyezziik azonban, hogy a 9 nem dominélt esetben csak
néhény olyan feltétel nem teljesiil, ami az extrém bal oldalon van.

‘ expect. st.dev.

index | 0,0014 0,0235
unscaled | 0,0023 0,0219
scaled | 0,0032 0,0234

A 3.27. abran lathatjuk a két hisztogramot, a skalazatlan, illetve skalazott eljarassal
kapott portfélié eloszldsét, a tesztel6 halmazon (out of sample) az index eloszldssal egyiitt.

A kovetkezo varhatdértéket és szorast eredményezték a tanuldé mintabol generdlt szce-
nariokra optimalizalt portfélidk, alkalmazva a tanulé mintan:

‘ expect. st.dev.

index | 0,0004 0,0239
unscaled | 0,0021 0,0184
scaled | 0,0046 0,0237

A 3.28. abran lathatjuk a két hisztogramot, a skalazatlan, illetve skaldzott eljarassal
kapott portfoliét, amit mar a tanulé minta alapjan generdlt szcenariok alapjan lettek
optimalizalva. Mindegyik hisztogramon a tanulé mintara valé alkalmazott portfélié ered-
ményeit mutatja és az ehhez tartozé index eloszlést.

A kovetkezo6 varhatdértéket és szorast eredményezték a tanulé mintabol generdlt szce-
nariokra optimalizalt portfoliok, alkalmazva a tesztel6 mintan:

‘ expect. st.dev.

index | 0,0014 0,0235
unscaled | 0,0022 0,0188
scaled | 0,0028 0,0235

A 3.29. abréan, lathatjuk a két hisztogramot, a skédlazatlan, illetve skalazott eljarassal
kapott portfoliét, amelyek a tanulé minta alapjan generalt szcenariok alapjan lettek op-
timalizalva. Mindegyik hisztogram a tesztel¢ mintara alkalmazott portfélié6 eredményeit
mutatja és az ehhez tartozd index eloszlast (out of sample).

Osszehasonlitva a portfélié osszetételeket, amiket a generalt szcendridk alapjan kap-
tunk, illetve az eredeti tanulé mintabdl kaptunk, elég nagy kiilonbségeket tapasztaltunk.
A vektorok kozt maximalis eltérés a 12 szcenaridoban 80°, dtlagban 70°. Minden kisérlet-
ben, a 12-bol, azt kaptuk, hogy a szimulalt adatok alapjan valasztott portfélio eloszlasa
kisebb szorasu, mint a historikus adatok alapjan vélasztott portfolid. Kiemeljiik, hogy
a f6 kiilonbség a bal farok hosszaban és szélességében rejlik, amelyek a szimulalt adatok
alapjan vélasztott portfélio esetén a révidebb. A szcenarié generalas 10-20 szézalékkal
csOkkentette a portfolid szorasat. Abran illusztraljuk a két hisztogramot.

A 3.30. &dbran lathatjuk a kiilonbséget a skéalazatlan modszerrel kapott portféliok
kozott, amit a sima tanuléo mintan optimalizaltunk, illetve, amit az altalam generalt szce-
nériok alapjan optimalizaltunk. A hisztogram a tesztel$ adatokra késziilt (out of sample).

A 3.31. dbran lathaté a szcenarié generalds hatédsa a skélazott médszerrel optimalizalt
portfélidra, a teszt adaton (out of sample). Az dbran a tanulé mintan optimalizélt, illetve
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3.27. dbra. Tanul6 adathalmazon optimalizalt portféliok eloszldsa a tesztelé mintédn (out
of sample). Fent a skdldzatlan mddszerrel, lent a skéldzott médszerrel. Mindkét dbran az

index eloszldsa is 1athato.
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3.28. abra. Tanul6 adathalmazbdl Gauss-kopulaval generalt szcenaridk alapjan optimali-
zélt portfolidk eloszldsa a tanulé mintédn (in sample). Fent a skdldzatlan mddszerrel, lent
a skalazott modszerrel. Mindkét abran az index eloszlasa is lathaté.
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3.29. abra. A tanulé adathalmazbodl Gauss-kopuldval generdlt szcendariok alapjan opti-
malizélt portf6lick eloszldsa a teszteld mintédn (out of sample sample) Fent a skalazatlan
modszerrel, lent a skaldzott modszerrel. Mindkét abran az index eloszlasa is lathato.
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3.30. abra. A szcenari6 generalas hatdsa a skalazatlan modszerrel optimalizalt portfoliéra,
a teszt adaton (out of sample). A tanulé mintén optimalizdlt, illetve a tanulé minta
alapjan Gauss-kopulaval generalt minta alapjan optimalizalt portfoli6 eloszldsa a teszt
adatokon.

m Historical

1 GEM

a tanulé minta alapjan Gauss-kopuldaval generalt minta alapjan optimalizalt portfolio
eloszldsa lathaté a teszt adatokon (Out of sample)

Osszehasonlitva a portfolié Gsszetételeket, amelyeket a generalt szcenaridk alapjan
kaptunk, illetve az eredeti tanulé mintabol kaptunk, kiilonbségeket tapasztalunk, de nem
olyan nagyot, mint az el6z6 esetben. A vektorok kozt maximalis eltérés a 12 szcendriéban
45°, atlagban 35° volt.

Ebben az esetben sokkal inkdbb hasonlé portfolié eloszldsokhoz jutottunk, mint a
tanuléhalmaz alapjan.

Generalt adatnagysagtol fiiggé konvergencia

Egy tovabbi tesztben megvizsgaltuk az optimalis megoldasvektorok konvergencidjat bo-
viil6 forgatékonyvkészletek vonatkozasdaban.

Kiilonb6z6 mintaméretekkel 10-10 kisérletet végeztiink. Azt vizsgaltuk, hogy a 10 fel-
adat megoldasabodl kapott optimalis portfoliok mekkora sugaru gombbe férnek bele. Minél
kisebb a gomb sugara, annél kozelebb vannak egymashoz a megoldasok. A tablazatban a
kiilénbozo forgatokonyv készletekhez tartozd gomb sugarai lathatdk.

‘ 10000 20000 30000 40000 50000 60000
unscaled 0,216 0,213 0,201 0,199 0,210 0,189
scaled 0,151 0,101 0,085 0,081 0,070 0,066

A skalazatlan esetben hidba noveljiik a mintaméretet nem vagy alig zsugorodnak a
gombok, a skalazott esetben viszont joval gyorsabban zsugorodnak. FEzért a skalazott
eljaras stabilabban miikodik.
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3.31. abra. A szcendari6 generalas hatasa a skalazatlan modszerrel optimalizalt portféliora,
a teszt adaton (out of sample). A tanulé mintdn optimalizélt, illetve a tanulé minta
alapjan Gauss-kopuldval generalt minta alapjan optimalizalt portfélio eloszlasa a teszt
adatokon.

W Historics|

GHM

3.4. Osszegzés

A fejezet els6 részében bemutattam a tobbvaltozds valdsziniiségi eloszlas modellezésének
lehetoségeit kopulak segitségével és ezeknek hatasat a kockazatra. Ravilagitottam arra,
hogy a széles farokeloszlasokat nemcsak a specidlis 6sszefiiggéssel rendelkez6 kopulédk hasz-
nalata okozhatja, hanem az alkalmazott peremeloszlasok is. Az aszimmetriat is el lehet
allitani, akar Gauss-kopula és kiilonb6z6 peremek segitségével.

Ha a feltételes fliggetlenségi relacio kihasznalasaval jo kozelitést kapunk, akkor a mar-
gindlis parokhoz még tobbféle kopulat hasznalhatunk egyszerre. Valdjaban ez lesz az
ugynevezett vine-kopulak hasznalatanak alapja a tobbvaltozos kopuldk modellezésében.

A vizsgalt kopulakhoz hozzavéve a teljes vine-strukturat kideriilt, hogy az adja meg a
legjobb kozelitést, ennek ellenére, mivel a paraméterei szama nagyon magas, nem igazan
elonyos hasznalni, az adatokra vald tultanulas miatt. Helyette a sokkal inkabb az elso
szinten elvigott (Truncated) fa kopuldt célszerti hasznélni.

A masodik részben egy valos adathalmazon, amely egy hiarom egyenl6 silyozasi esz-
kozbol allé portfoliobol all, bemutattam a fiiggdségi modellezéshez hasznalt kiilonb6zo
kopuldk hatasait. Tovabbd megmutattam, hogy ebben az esetben a feltételes fliggetlen-
ségen alapuld approximécié még jobban kozeliti a valoés adatokat.

Egy masik valés adathalmazon, amely hat egyenl6 stlyozasi eszkozbdl allé portféliobol
all, bemutattam a fliggdségi modellezéshez hasznélt kiilonbozé kopulak hatasait, a teljes
vine-kopuléval vald szimuldcioval kiegészitve.

Bemutattam, hogy a kopulakkal modellezett osszefiiggések kiillonbozoképpen hatnak a
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kockéazati mértékekre. Kiilonbozo kisérleteket végeztem a fiiggdség kiilonbozd aspektusa-
inak illusztrélasara.

A harmadik részben pedig 6sszehasonlitunk két SSD dominanciara épiilé portfélié op-
timalizalasi médszert, azzal hogy szcenaridkat generdltam egy tanulé mintabdl kiindulva.
Az alapcél egy olyan portféliot talalni, aminek hozam eloszlasa minél jobban dominalja
az index hozam eloszlésat.

Két optimalizalasi eljarast alkalmaztunk, skalazatlan [91] és skalazott [32], valamint
ezek eredményeit targyaltuk in sample és out of sample, tovabba Osszehasonlitottuk a
tanulohalmaz generéalas nélkiili adatokbol szamolt optimalis portfélioval.

A legfontosabb eredmény, hogy az altalam generalt minta alapjan meghatérozott port-
foliok robusztusak. A nemskalazott eljaras tobbnyire megtartja a dominanciajat out of
sample is. A skalazott modell esetében sok feltételt teljesit, de van néhany, amit nem,
amelyek az extremitasokban vannak. Mikozben a skalazatlan modell védekezik az ext-
rém vesztességektol, a skaldzott modell jobban lekoveti az index hozam eloszlasat. A
szcenariogeneralas hozzajarult a dominancia megtartasahoz az out of sample esetben. A
skélazott eljarast kifejezetten tdmogatta a szcenariogeneralas.

2. Tézis:

Szimulaciot terveztem tobbdimenziés eloszlasok modellezési lehetoségeire, kiilonb6zo
kopulakat felhasznalva. Targyaltam a Gauss-kopula esetét, és megmutattam, hogy tobb-
féle kapcsolatot tud egyszerre modellezni, tovabba alkalmas aszimmetrikus eloszlasok
modellezésére is, kiillonbozo farokosszefiiggésekkel. Ezekre a szakirodalomban nem tér-
nek ki. Bemutattam 2- és 3-dimenzids szimulalt kopulak felhasznalasaval ugyanazon
normalis peremek mellett a Student-, Clayton-, Gumbel-, Frank-kopula hatasait, majd
bemutattam, hogy kiilonb6z6 peremek milyen hatast valtanak ki, ami az aszimmetria
és a farokosszefiiggéségeket illeti.

Kapcsolédé publikacidk: [S6], [S2], [S18]

3. Tézis:

Mivel a kockazati mutatok a ritka eseményekhez kitodnek, ezeket farokosszefiiggések
jellemezik. Szimulaciot terveztem és bemutattam a szimulalt adatokon, hogyan befo-
lyasolja az Osszefiiggéseket leir6 kopula a kockazati mutatokat. Az is igazolédott, hogy
a kozel-fiiggetlenség csokkenti a portfolio kockazatat. Valés 3, majd 6 értékpapirbol
allo egyenletes portfolio esetén, kétiranyu kutatast végeztem. Az egyik arra vonat-
kozott, hogy milyen tipusu kopula illeszkedik legjobban az adatokra, a masik pedig a
kockazati mutatokra valo hatasara vonatkozott. A kisérleteket elvégezve arra jutottam,
hogy a sokparaméterii kopulak illeszkednek jobban, vagyis a vine- és a Gauss-kopula.
Ugyanakkor j6 eredményeket hozott a feltételes fiiggetlenségeket tartalmazé (CI) ko-
pula kozelités is, amely sokkal kevesebb paraméterrel rendelkezik, mint a vine-kopula.
A portfoliobdl jol latszanak a Gumbel-, illetve a Clayton-kopula specifikus farokossze-
fiiggései. Ramutattam, hogy kis méretii portfolick esetén, a kockazat modellezésében
komoly szerepe van a kopulatipusnak, vagyis az Osszefiiggés modellezésnek, tovabba a
generalt mintanagysagnak is.

Kapcsolédé publikaciék: [S6], [S2], [S18]
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4. Tézis:

Portf6lié optimalizalashoz készitettem szcenariogeneralasi eljarast és algoritmust, amely
segitségével tobb adatot tudtam szolgaltatni a két portfolio optimalizalasi eljarasnak.
A szimulacios eljarast Matlabban implementaltam. Az eredmények biztatoak, mivel a
tanulé mintabdl tanult és szimulalt adatok a Gauss-kopula és lognormalis peremelosz-
lasok segitségével elosegitettem az optimalis portfolio megvalasztasat. A skalazott és
skalazatlan esetben is a portf6lié varhatoértéke nott és a szoras csékkent. A kiilonbség
az, hogy a skalazott esetben mintha a hozamot szemlélteté hisztogramot jobbra toltuk
volna, azaz minden egyenletesen jobbra tolodott. A skalazatlan esetben pedig mintha
levagtuk volna a "bal farkat”. Ezért a skalazatlan megoldas olyan befektetoknek jo,
akik félnek az extrém kis valdosziniiséggel elofordulé extrém nagy veszteségtol, mig a
skalazott azoknak jo, akik inkabb az altalanos befektetoi hozzaallasnak felelnek meg.

Kapcsolédé publikaciék: [S1], [S9], [S13], [S14], [S19], [S15], [S16], [S17], [S21]



4. fejezet

Adatpoétlas

Az adatpétlas az adattudomany egyik kulcsfontossagu problémakore. A hidanyzé adatok
megnovelik a dontéshozok bizonytalansagat, illetve csokkentik a modellek meghizhatosa-
gat.

A valdszinliségi gépi tanulas és a neuralis halozatok eszkozeit hasznald, Gjonnan java-
solt megkozelitéseket az [S3] cikkben dolgoztuk ki. Az aldbbiakban a valdszintiségi gépi
tanulashoz tartozo 1j adatpétlasi médszereimet mutatom be. A bevezetett modszerek
hatékonysagat is vizsgdltam, Gsszehasonlitva az R programcsomagban 1évé ismert adat-
pétlasi médszerekkel. A hidnyzé adatok pétlasara kidolgoztam egy valdszintiség alapu gépi
tanulasi modszert, melynek keretében attribitum csokkentési eljarasokat is kidolgoztam.
A médszerek hatékonysaganak osszehasonlitasara kidolgoztam két mutatét, az egyiket a
pontossagra, a masikat a végrehajtasi idére vonatkozoéan. Az algoritmusokat R nyelven
implementaltam. A moddszerek Gsszehasonlitasara kisérleteket végeztem tobb, kiilonb6zo
tulajdonsagu adathalmazon.

A fejezet felépitése a kovetkezd. Az elsO részben rovid attekintést adok az adatpdtlas-
hoz kapcsolddd eredményekrél és ezen beliil elhelyezem a jelen kutatdsomat. A masodik
alfejezetben az adatok el6készitése keriill bemutatasra, ahol a kategorikus és folytonos
attributumokat diszkrét attribitumokkd alakitom, viszonylag kis értékkészlettel. A har-
madik alfejezetben bemutatom a relevans attributum-kivalasztasi mddszereket, amelyek
az adatpdtlasi modszerem alappillére. Az ezeken alapulé adatpotlasi algoritmusokat a
negyedik részben ismertetem. Az 6todik részben el6szor két dltaldnosan is hasznalhato
modszert mutatok be, amely alapjan ¢ssze lehet hasonlitani az adatpdtlasi modszerek
pontossagi eredményeit és a végrehajtasi idoket kiilonbozé attribitumok és adatkészletek
esetén. Majd ismertetem az adatkészleteket, és illusztracioként bemutatok néhany adat-
pétlasi eredményt, amelyeket az R-ben hasznalt médszerekkel hasonlitok 6ssze. Az utolsd
szakasz kovetkeztetéseket tartalmaz.

4.1. A probléma elhelyezése

Az adathalmazok kiilonb6z6 okok miatt hidnyzé értékeket tartalmazhatnak. A kutatdk
sok esetben tgy kezelik a hianyz6 adatokat, hogy az elemzésben csak a teljes mintavekto-
rokat veszik szamitasba, azokat a megfigyeléseket, amelyeknél a valtozok egyikében sincs
hianyzé adat. Az ilyen elemzések eredményei azonban torzithatnak. Tovabba, ha tébb
valtozoban is hidanyzé adatok vannak kiilonb6z6 mintaeclemekben, akkor a mintaelemek
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kihagyasa az eredeti minta egy nagyobb részének a kizarasahoz is vezethet, ez pedig a
modell pontossidganak és elérejelzé erejének jelentos csokkentését okozhatja.

A legtobb statisztikai és gépi tanuldsi algoritmust, beleértve a neuralis halozati archi-
tekturdkat is, befolyasoljak a hidnyzé adatok. Csak néhany olyan mesterséges intelligencia-
modszer van, amely képes kezelni a hidnyos bemenetet. Itt emlithetjiik a dontési fan
alapulé technikdkat [9] vagy a Viharos et al. &ltal javasolt érdekes neurdlis hélézati ki-
terjesztést [120]. Altalénosségban elmondhaté, hogy a legtobb gépi tanulasi modszer
érzékeny a hidnyz6 adatokra. Ezért az adattudoményi kozosség folyamatosan dolgozik a
hidnyzo értékek kezelésének problémajan, kiilonbozo teriiletekrdl szarmazd modszerekkel
[58, 92, 96, 6, 95, 124].

A hidnyz6 adatok kezelésének legjobb mddja a hidnyz6 adatok pétlasa (imputation),
amely kicsit lazan fogalmazva, a hianyzo értékek helyettesitését jelenti plauzibilis becsiilt
értékekkel. Little és Rubin [58] hdrom mechanizmust fogalmazott meg, amelyek hidnyzé
adatokat generdlhatnak.

e A teljesen véletlenszerii hidnyzds (missing completely at random, MCAR) a leg-
magasabb szintli véletlenszeriiség, ez azt jelenti, hogy a hidnyzo6 értékek mintaza-
ta teljesen véletlenszert, és nem fiigg semmilyen valtozotol, amely az elemzésben
szerepelhet vagy nem szerepelhet. Az MCAR feltételezése az, hogy a hianyzés va-
l16szintisége nem fiigg sem mas valtozok megfigyelt értékeitol, sem az adatallomany
megfigyeletlen részétol.

o A véletlenszer(i hidnyzas (missing at random, MAR) azon tulajdonsiggal rendelke-
zik, hogy a hidnyzo adatok valdszintisége az adathalmaz megfigyelt valtozoitdl fiigg.
Ez azt jelenti, hogy a hidnyzds valdszintisége fiigg a megfigyelt adatoktol, de nem
fiigg a megfigyeletlen résztol.

e A "nem véletlenszeri hidnyzas” (missing not at random, MNAR) esetében a hidnyzas
a megfigyeletlen valtozdktol fiigg, nem pedig a megfigyelt valtozdktol.

A hidnyzé adatok idésorokbdl is szarmazhatnak. Ebben az esetben a hidnyzas korre-
lalhat az idovel is. Jelen kutatasban olyan hidnyzo adatokra ¢sszpontositok, amelyek nem
id6sorokbol szarmaznak. A hianyzé értékeket ugy pétolom ki, hogy ezek az értékek Ossz-
hangban legyenek a meglévé adatokkal, vagyis MAR tipusi hidnyzasokat feltételeztem.

Ebben a fejezetben bevezetett 11j mdédszereket 6sszehasonlitom az R-ben megvaldsitott
legnépszeriibb adatpotasi moédszerekkel. Az R nyelv gyakran hasznélt platform az adat-
elemzésekben, a nyelv kiilonféle csomagokat biztosit a hidnyzo értékek potlasara. A beépi-
tett R-csomagok teljesitménye kiilonboz6é adatkészletek esetében eltérd lehet, fiigghet az
adatkészletek méretétol és az adatkészletekben talalhaté hianyzo értékek mennyiségétol.

Az egyes adatpdtlasi modszerek teljesitményének osszehasonlithatésaga érdekében kii-
16nb6z6 adatkészletekre és kiilonboz6é hidanyzé érték ardnyokra alkalmaztam a modszere-
ket. Az egyes adatpdtlasi mddszerek értékeléséhez bevezettem egy, a relativ pontossa-
gon (accuracy) alapulé pontossdgszamitasi médszert. A modszerek végrehajtasi idejének
osszehasonlitasa érdekében egy relativ végrehajtasi idon alapulé mutatét is bevezettem.
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Altaldban két f8 esetet kell megkiilonbéztetniink. Az elsd eset az, amikor a hidnyzé
értékeket tartalmazé valtozd folytonos, a mésodik eset, amikor a hidnyzd értékeket tar-
talmazé valtozd diszkrét vagy kategorikus. Ebben a részben diszkrét vagy kategorikus
attribitumok poétlasara adunk maddszereket, amelyek kiterjesztheték folytonos véltozokra
is. Az itt bemutatott mdodszerek valdoszintiségi gépi tanulasi hattéren alapulnak.

Az adatpdtlasi problémat kiillonbozé nézéponthdl targyaljak. Az egyik probléma az
Osszes valtozd hianyzo értékének pétlasa, a masik probléma pedig az, amikor csak azo-
kat a valtozokat potoljak, amelyek hozzajarulnak egy jobb regresszids vagy osztalyozasi
modellhez. A jelen kutatdsban a hidnyzé értékeket tartalmazo osszes jellemz6 adatpdt-
lasaval foglalkozok. fgy modszereim hasznosak lehetnek a feliigyelet nélkiili gépi tanulasi
feladatok esetére is.

Az adatpdtlasi modszerek két nagyobb csoportba sorolhaték: egyetlen értékkel valo
adatpotlasi modszerek és tobb értékkel torténd adatpdtlasi modszerek. Az egyetlen érték-
kel valé potlas az adathalmazban 1év6 adott valtozd minden egyes hianyzo értékének egy
értékével valé kipotlasan alapul, ami 6sszhangban van a tobbi értékkel és adattal. A pét-
last kovetéen gy hasznalhatjuk az adatokat, mintha az Osszes adat eredetileg megfigyelt
lenne. Néhany népszerti egyetlen értékes adatpotlasi modszer a konstanssal valé potlasok
koziil az atlaggal, medidnnal vagy modusszal valé pétlas.

Egy masik modszer, amely egyetlen érték potlasat adja, a linearis regresszion alapul,
ahol a hianyzd értéket mas véltozok nem hidnyzo adatain alapuld linearis regresszioval
elérejelzett értékkel pétolnak. Ez a médszer az attribitumok kozotti erds linearis kapceso-
lat feltételezésén alapul. A modszer elénye az atlaggal valé potlas médszerrel szemben az,
hogy a regresszidra épiilé potlas képes megorizni az eloszlast, ami példaul az atlaggal valo
potlas esetében nem lehetséges. Ha magas Pearson-korrelaciok vannak, akkor érdemes ezt
a modszert hasznédlni mas bonyolultabb moddszerek helyett.

A tObbszoros adatpotlas esetében a hianyzé értéket a lehetséges értékek feletti va-
l16szintiségi eloszlassal imputaljak. Ugy imputalnak ebbdl kiindulva egy értékkel, hogy
az adott valoszinliségi eloszlasbdl mintavételeznek egy értéket, vagy az értékek koziil a
legvaldsziniibbet valasztjak ki.

Egy mésik népszer(i médszer a KNN mddszer [87], amely a k-legkdzelebbi adatpontokat
hasznalja a hidnyzo érték potlasahoz. Ez a mddszer olyan tavolsagot haszndl, amelyet a
magyarazé valtozok (attributumok) dltal meghatarozott altérre alkalmaznak. A mddszer
a k-legkozelebbi pontokhoz szavazassal hozzarendelt diszkrét értéket /kategériat hasznalja.

Liao és munkatérsai az [57]-ben kiilonb6z6 KNN-alapt médszereket dolgoztak ki. Atfo-
gban Gsszehasonlitottak a komplex betegségek modern orvosbiolégiai kutatésa soran gytij-
tott nagyszamu demogréafiai és klinikai valtozot tartalmazé adatok meglévd adatpotléasi
modszereit, beleértve a cikkiikben kidolgozott KNN adatpdtlasi modszerek négy kidolgo-
zott valtozatat is. Arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy egyik modszer sem teljesitett
altalanosan minden helyzetben a legjobban.

A MissForest csomag egy nem parametrikus, dontési fakon alapulé adatpotlasi méd-
szert hasznal [100]. A mdédszer ugy miikodik, hogy az imputdlandé attribitumot cél-
valtozonak tekinti és a hidnyzé érték elorejelzéséhez a tobbi attribitum informacidinak
felhasznalasaval véletlen erdo keriil kialakitdsra. A MissForest szamitasi szempontbol
vonzo és hatékonyan kezeli a nagydimenzids adatokat is.
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A HMISC csomag [40] az imputdacidhoz additiv regressziét és bootstrappinget, vala-
mint prediktiv atlagillesztést hasznal. A kategorikus esetekben jellemzden a Naive Bayes-
moédszert haszndltak [34]. Yadav és Roychoudhury a [123] tanulmédnyban R-ben hasznalt
népszerti — nevezetesen a VIM, MICE, MissForest és KNN — adatpdtlasi csomagokat ha-
sonlitanak dssze. Osszehasonlitjdk a médszereket a minta mérete, a hidnyzé adatok ardnya
és a futési id6 alapjan.

Egy mésik érdekes, friss munkdban Tsai és Hu [106] olyan adatpdtldsi mddszerek
Osszehasonlitasat végzi el, mint a KNN, a CART, az MLP és a Naive Bayes. A szerzék
megallapitottak, hogy az MLP, az SVM és a CART a harom legjobb adatpotlasi modszer
az osztalyozéasi pontossag szempontjabol, és teljesitményiik nem kiilonbozik jelentésen. A
szerzOk megallapitottdk, hogy a vegyes adathalmazokban a numerikus adatok RMSE-je
szempontjabol a CART és az SVM a legjobb. Ha az Gsszes értékelési mérést és a szamitasi
id6t is figyelembe vessziik, a CART tiinik a legjobb vélasztdsnak [106].

A témahoz kapcsolddd érdekes tanulméany sziiletett Emmanuel és munkatarsaitol, a
hidnyz6 adatok szerepérdl a gépi tanulasban [29]. Ebben a tanulmanyban gépi tanuldson
alapul6 technikakat hasonlitanak 6ssze olyan esetekben, amikor a hianyzo6 adatok aranya
viszonylag alacsony, 5% és 20% kozott van.

Egy masik, a mi valoszinliségi gépi tanulasi megkozelitésiinkhoz kozel allo, nemrégi-
ben Ye és munkatérsai altal megjelentetett munka [124] a Bayes-hél6zatokon alapul. Az
alapotletiik, hogy eloszor egy Bayes-halozatot kell épiteni a "relevans kapcsolatok” fel-
tarasara. Az élek hozzdadasa a megbizhatdsagi pontszam alapjan tortént, azaz az élek
irdnya egy megbizhatobb attributumtdl egy kevésbé megbizhaté felé mutat. A megbizha-
tosagi pontszamhoz a két attributum kozotti Pearson-féle korrelacios egyiitthato abszolut
értékét hasznaltdk. Ily modon ez a struktiura valdjaban nem oksagi kapcsolat alapjan
épiilt fel, mint az az altalanos Bayes-halozatok esetén szokott. Az adatpétléasi feladathoz
a Bayes-féle kovetkeztetési mechanizmust alkalmaztédk. Az imputdlt érték az az érték,
amely maximalizalja az attributum feltételes valdszintiségét, figyelembe véve a sziilok ér-
tékeit.

A jelen dolgozatban bemutatott Uj megkozelités szintén relevans attribitumokon ala-
pul, de ezeket kiilon-kiilon allapitom meg, minden egyes imputalandé attribitumra, és a
Pearson-féle korrelacié mellett més relevancia-mutatokat is hasznalok.

Az adatadatpotlasi médszer egyik fontos szempontja a tanité adatokbdl meghataro-
zott magyarazé attributumhalmaz mindsége. Bizonyos esetekben az attributumok egy
részhalmaza jobb modellt fog generdlni, mint az eredeti teljes attributumkészlet, mivel
egyes attributumok irrelevansak, és tovabbi zajokat generalnak az adathalmazban. Liu
és munkatdrsai [59] cikkének célja, hogy megvizsgdlja az attribitum kivélasztds (Feature
Selection) elvégzésének hatdsat az orvosi adatkészletek hidnyzé értékeinek pétlasarara. A
vizsgalat az olyan attributumcsokkentési megkozelitésekre terjedt ki, amelyek az informa-
cidnyereségen, mint sziir6alapi modszeren, genetikus algoritmuson, mint wrapperalapu
moédszeren és dontési fan, mint beagyazott alapi modszeren alapulnak. Az adatpotlasi
modszerek tekintetében a szerzok a k-legkézelebbi szomszéd, tobbrétegli perceptron és
tamogat6 vektorgép megkozelitéseket (SVM) valdsitottak meg. A szerzék sszehasonli-
t6 teszteket végeztek 6t, kiillonbozo attribitum szamossdagu orvosi adatkészleten. Harom
kiilonboz6 tipusu attributum kivalasztasi modszert és adatpotlasi technikat teszteltek.
Megmutattak, hogy az attributum kivéalasztas kombinalasa szamos orvosi adatkészlet ese-
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tében noveli az adatpotlasi modszerek hatékonysagat.

4.2. Adatok elokészitése és az adatok diszkretizalasa

Jelen kutatasban jellemzdéen diszkrét és kategorikus valtozok adatpétlasara szolgdlé maod-
szereket vezettem be. Ahhoz, hogy ezek a mddszerek altalanosabb esetekre is alkalmaz-
hatok legyenek, el6szor néhany transzformaciot kell elvégezni az adatpotldsi probléma
tipusanak megfeleléen. Az adatel6készités lehetové teszi szamunkra az alabbi adatpdtlasi
problémak megoldését: az attributumok diszkrétek (azaz véges szamu értéket vesznek fel,
a minta méreténél joval kisebb szdmut) vagy kategorikusak (nem, csaladi allapot, tandij
stb.), az utébbi esetben a valtozokat szamszeriivé kell transzformélni. Ha az imputdlan-
do attribitum folytonos, vagy a magyarazd valtozok folytonosak, akkor fontos lépés a
diszkretizalasuk, azaz a valtozdék tarolokba sorolasa.

Ha a folytonos attribiatumokat diszkrét attributumokka kell alakitani, a kimenet egy
intervallum lesz, amelybe a hidnyzo érték tartozik. Ez nagyon hasznos lehet az adott
teriilet szakértoi szamara. Egy masik lehet6ség az adott intervallumhoz tartozéd értékek
atlagértékét vagy medianjat hasznalni az adatpdtlasra.

Az itt bevezetett adatpdtlasi modszerek kozéppontjaban az a meggondolas all, hogy
viszonylag kevés, de informativ attributum legyen kivalasztva. Az imputdlandé attribu-
tumot célattributumnak vagy célvaltozdénak nevezziik. Az itt bemutatott valdszinliségi
gépi tanuldsi megkozelités jellemzoen kevés, a lehetd leginformativabbnak vélasztott ma-
gyarazo valtozot hasznal.

Az adatokat a kovetkezo algoritmussal diszkretizalom. Jelolje M a kategdridk maxi-
malis szamat az adathalmazban. Vizsgdlataimban az M értéket az [5,20] intervallumbol
valasztom ki, az adathalmaz méretétdl is fiiggden. Jelen esetben M = 10.

Legyen X kategorikus attribitum Dom(X) értékkészlettel, az elsé 1épés a Dom(X)
elemeinek LDom/(X) listaba rendezése. A Dom(X)-ben taldlhat6 v" érték esetében i(v)
jelolje a v helyét a LDom(X)-ben. A v célértékét a kovetkezéképpen szamitom ki

v = round (%mm(M, |Dom(X)\)) :
Az X numerikus attribitum esetén a célértéket a Dom(X)-ben 1év6 v értékre a kovetkezd
maédon szamitom ki n(X)
r_ p v — min M
v roun (maa:(X) — min(X) 7

ahol min(X), illetve maxz(X) a Dom(X) minimalis és maximalis elemét jeloli.
Vizsgalataimban ezt a diszkretizaciés algoritmust a folytonos valtozokra alkalmaztam.

4.3. Magyarazé valtozok kivalasztasi modszerei

Az itt bevezetett mddszer a hidnyzo értékek pdtlasara a relevans attributumok rendel-
kezésre allo értékeit hasznalja fel. Ez biztositja, hogy az imputélt értékek Gsszhangban
legyenek a meglévo adatokkal. A kisérletek alapjan megfigyelhetd, hogy a magyarazé val-
tozok kiilonbozo kivalasztasai nagyon eltéré pontossagi eredményeket adhatnak ugyanarra
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a célvaltozdra. Széles korben elfogadott, hogy az irrelevans attribitumok kikiiszobolése
novelheti az adatpotlasi folyamat hatékonysagat.

Moédszerem egyik fontos gondolata, hogy egy attribitum adatpdtlasa a leginformati-
vabb attributumok altal felvett értékek alapjan torténjen. Fontos, hogy az adatpotléasi
folyamatban hasznalt magyarazé attribitumok szama a leheto legalacsonyabb legyen. Ha
a magyarazé valtozok sok hidanyzo értéket tartalmaznak, akkor a legaldbb egy magyarazo
attributumban hidnyzo6 értéket tartalmazoé sorok torlése nagy mennyiségii adat elveszté-
séhez vezethet. Ezért a célvaltozd adatpdtlasdhoz az elsé 1épés az, hogy meghatarozom
az adott célvaltozohoz hasznalandé erés magyarazé valtozok miniméalis halmazat. Ily mo-
don kozponti feladat a relevans valtozok kivéalasztédsa. Ehhez el6szor néhany jol ismert
korrelacios egyiitthatot alkalmazok, amelyek a valdszintiségi valtozok kozotti fiiggoség le-
irdsara szolgalnak. Az adatpotlasi feladathoz egy 1j modszert vezetek be, amely a relevans
attributumok kivalasztasara épiil és informaciéelméleti fogalmakat hasznal fel.

4.3.1. Modszer a legjobb magyarazo jellemzok kivalasztasara binaris
egyiitthatok alapjan: cor_k, ken_k, sp_k, MI k

Az alabbiakban bemutatok néhany jol ismert egyiitthatot, amelyek leirjak, hogy mennyire
eros a fliggdség két valtozo kozott. Ezutan bemutatom az tigynevezett informaciétartal-
mat, amely a kolcsonos informaécio dltaldanositasa. Majd a bemutatott binaris egyiitthaték
alapjan a bevezetett attributum valasztasi algoritmust ismertetem, ezeket is fogom hasz-
nalni az 4j adatpotlasi modszerben.

Pearson-korrelacios egyiitthato

Numerikus valtozok esetén a korrelacié szamitasanak legelterjedtebb modja a Pearson-
korrelacio.
A Pearson-korrelacié meghatarozasa a kovetkezo:

Cov(X,Y)

corr(X,Y) = T (X)-o(Y)

ahol a Cov(+,-) a kovarianciat, a o (-) pedig a szdrast jeloli.
Kendall-féle konkordancia egyiitthato

A nemlinedris 6sszefiiggések jellemzésére a Kendall-féle konkordancia egytiitthatét szok-
tak hasznalni.

Tekintsiink két X és Y valdszintiségi valtozot és ezek (x1,v1), ..., (Tn, yn) realizacioit.
Azt mondjuk, hogy (z;,v;) és (x;,y;), @ < j konkordansak, ha (x; > z; és y; > y;) vagy
(z; < zj ésy; < yj), ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy diszkordénsak.

A Kendall-7 egyiitthaté a kovetkezo médokon szamithaté ki:

(konkordédns parok szdma)-(diskorddns parok szdma)

(3)

T =
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Ez a kovetkezOképpen is kifejezheto:

> sgn(zi — 2;)sgn(y; — y;)

0

Diszkrét vagy folytonos attribitumok esetén a koztiik 1évo kapcsolat vagy fliggdség
leirasara alkalmas a Spearman-féle egyiitthaté. Az 6tlet az, hogy a két attributum értékeit
rangokka alakitjuk at, igy az eredeti adatokban két egymast koveto érték kozotti tavolsag
nem lesz azonos a rangsorolt adatokban 1évével. Jeloljiik X rangsorolt adatait R (X)-szel,
Y rangsorolt adatait pedig R (Y')-nal.

A Spearman-rangkorrelaciét a kovetkezoképpen hatarozzuk meg:

_ Cov(R(X),R(Y))
CROOEN) = TR (X)) -0 (R(Y))

T =

Spearman-egyiitthato

ahol Cou(-,-) a kovariancia, a o (+) a szords.
Ko6lcsonos informacié (Mutual Information)

Ha csak az attributumok kozotti fliggoségre, azaz az egyiittes valoszintiségi eloszlasra
vagyunk kivancsiak, hasznalhatunk entrépian alapul6 egyiitthatokat. Ezek nem fiiggnek
az attributumok altal felvett értékektdl (kategéridktol).

Az (X,Y) véletlenvektor kolesonos informécidjat a kovetkez6 képlet adja meg:

[(X,Y)=H(X)+ H(Y) - H(X,Y),

ahol a H(X) és H(X,Y) az entrépidkat jeloli, amelyeket az alabbi képletek adnak meg:

H(X) = _sz‘ log p;
és

H(X,Y) == p;log pi,
1,3

ahol p; az X értékein val6 val6szintiségi eloszlést, a p;; az (X,Y) értékvektorokon vald
valoszintiségi eloszlast jeloli. Hasonléan irhaté fel az entropia tobbvéltozos valdszintiségi
vektor esetében is.

Informacié tartalom
Az (Xy,... X)) véletlen vektor informacidtartalmat (amely a kolesonos informéacio al-

talanositdsanak egyik modja) a kovetkez6 modon adjuk meg:

(X1, . Xp) = Zk:H(XZ-) — H(X1,...Xp).

i=1
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Fontos tulajdonsaga, hogy a meglévo valtozokhoz 1j valtozo hozzdadasaval n6 az in-
formaciotartalom. Ezt a kovetkezd egyenlotlenség fejezi ki:

I(Y,Xy,.... X)) <1 (Y,Xl,...,Xk,X(kH)) . (4.1)

Az el6zéekben bemutatott binaris egyiitthaték alapjan a legjobb magyarazé valtozo-
kat, amelyeket az adatpotlasi feladatban fogok hasznélni a koévetkezoképpen valasztom
ki. A magyardzé véltozokat a célvaltozotdl (az imputalandé attribitumtél) vald fiiggésiik
csokkend sorrendjében rendezem, és a Pearson (cor_k), Kendall (ken_k), Spearman (sp_k)
és a kolesonos informécié (MI_k) segitségével az elsé k darab véltozét valasztom ki.

4.3.2. A leginformativabb attributumhalmaz kivalasztasanak modszere:
MIN_k

A modszer 1ényege, hogy egyenként kivalasztok egy 1j valtozdt, amely maximalizalja az
Y célvaltozdt is tartalmazo attributumhalmaz informaciétartalmat. Tegyiik fel, hogy méar
m magyarazé valtozét (attribitumot) vélasztottam a célvaltozot is tartalmazé halmazba.
Az m + 1-edik véltozot a kovetkezdképpen vélasztom Kki.
X; arg max [(Y,X' X;

Zm+1:‘ - ) 119 ) Tm
im1 €V \{i1,.0m }

Xir) -

fgy minden egyes 1épésnél maximalizdlom az informacidtartalmat, kivalasztva a "legjob-
bat” a megmaradt valtozok koziil. Ezt az algoritmust alkalmazé moddszert MIN_k-nak
nevezem, ahol k a kivalasztott magyarazé valtozok szamat jeloli. Ez minden esetben egy
novekvé fiiggvény lesz a (4.1) képletnek koszonhetéen.

4.3.3. Modszer a leginformativabb jellemzokészlet kivalasztasara
redundanciacsokkentéssel: mrmr_k

A kovetkezokben leirt modszerhez a kutatasaink soran jutottunk el, teljesen fiiggetleniil az
alabbi cikktol. A képletet és a bizonyitast a cseresznyefa eloszlasokkal valé megkozelitésbol
szarmaz6 Otletek inspiraltak [49]. Miutdn megalkottuk a mutatét, talaltunk ra arra, hogy
ezt mar 2005-ben bevezették, ennek ellenére kevésbé terjedt el.

A médszer 1ényege, hogy az 1j magyarazo jellemz6t az informéacidtartalom maximaliza-
lasaval és a redundancia minimalizalasaval valasztjuk ki. A jellemz6 kivalasztasanak ezt az
otletét Peng, Long és Ding a [71] cikkben dolgozta ki, a médszernek a maz Relevancia-min
Redundancia (mRmR) nevet adtak. Most ezt hasznalom az attributum kivalasztashoz.

Tegyiik fel, hogy az X, ,... X, véltozokat mar kivélasztottuk az Y célvaltozé ma-

im

gyarazo készletébe és az X; ., -edik valtozot kell kivalasztani. Egy 4j X; ., véltozd
magyarazo erejét a mar meglévé magyarazé valtozokhoz hozzédadva Jy (X;,,,,) -vel jelol-

jiik, és az alabb képlet szerint szamoljuk:

J(Xi, ) =T(Y, Xiy, ..., X, X

'Lm+l> tm> lm+1)

I(Xipsoooy Xy X

19"t tm ) Zm+1)'

A fenti képlet az Y célvaltozét is tartalmazo (Y, X,,,..., X;,., Xi.,,) Véletlenvektor

tm)
informaciotartalma és a csak magyarazo valtozokat tartalmazo (X . . ¢

119 Tm Tm+1 )
letlenvektor informaciétartalmanak kiilonbsége. Ezen elképzelés alapjan az 1j magyarazo

attribuitumot ugy valasztjuk ki, hogy az maximalizdlja a Jy (X, ) értéket.
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Saheart dataset WBECC

4.1. abra. Az mRmR informécié alapi egyiitthaté (Jy (X;,)) fliggése a magyarazé attri-
butumkészletben 1évé attribitumok szaméatol (m) kiilonbozé adatkészleteken

Az m + 1 magyarazo valtozd kivalasztasara szolgald algoritmus egy mohé algoritmus,
amely minden egyes lépésben a Jy(X;, ,,) mohé maximalizdldsat alkalmazza, amig a
magyarazo valtozok szama el nem ér egy fix szamot, amelyet egy k paraméter ad meg.

Az algoritmus lényege, hogy megtalalja az Y célattribitumra vonatkozé leginforma-
tivabb magyardzé valtozok halmazét, amelyek "a lehetd legfiiggetlenebbek” (alacsony in-
formaciotartalom) egyméastol.

Az elézbekben bemutattam azokat az egyiitthatokat, amelyeket az adatpétlési feladat-
ban fogok haszndlni. A kisérleti részben arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy az esetek
tobbségében a magyarazé valtozdk viszonylag alacsony szama altal adott informéciotar-
talom nem javithato jelentosen.

A 4.1. abran négy adatkészlet esetében lathatd, hogy a magyarazoeré a magyarizo
attributumkészletben szereplo attribitumok szamaval hogyan névekszik. Legtobb esetben
négy magyarazé valtozoig tapasztalhaté novekedés az mRmR értékben, nagyobb szamu
magyarazo valtozénal azonban mar alig novekszik.

A kovetkezo alfejezetben a valdszintiségi gépi tanulasi adatpotlasi modszereket muta-
tom be.

4.4. Adatpotlas valdszintiiségi gépi tanulasi modszerek
alapjan

Ebben a részben diszkrét és kategorikus adatok potlasara vezetiink be valdszintiségi gépi
tanulasi médszereket. Ezek a mdédszerek folytonos adatokra is alkalmazhatdk, ha elézete-
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sen elvégezziik a diszkretizalast.

Az itt bevezetett 1j mddszerek alapotletének rovid megfogalmazasa a kovetkezd: A
valoszintiségi gépi tanulason alapulé adatpdtlasi médszerek a legrelevansabb jellemzoket
valasztjak ki a legvaldsziniibb értékkel valo imputélashoz.

Egy masik valdszintiségi gépi tanulasi adatpotlasi médszer a Naive Bayes, amely azt
a hipotézist hasznélja, hogy a magyarazé valtozdk fiiggetlenek az adott célvaltozdtol.
Eredményeimet ehhez a modszerhez is viszonyitom.

Egy dont6 probléma minden egyes célvéltozéhoz (imputdlandé véltozéhoz) a magya-
razo valtozok leginformativabb részhalmazanak kivélasztasa. A magyarazo valtozok sza-
manak a lehetd legalacsonyabbnak kell lennie, mivel az 6sszes attribitum tartalmazhat
hianyzé értékeket. Diszkrét valtozdk esetében, ha a célvéltozoval valé korrelacié abszo-
lutértékei magasak, valoszintileg nagyon jé eredményeket kapunk linearis regresszié alkal-
mazasaval, vagy a magyarazo valtozok korrelacié alapjan torténo kivalasztasaval. Ha a
célvaltozd kategorikus, akkor a Pearson-, Spearman-, Kendall-, korrelacié nem megfele-
16, mert a jellemz6 értékei nem szamok, még akkor sem, ha diszkrét szamokat tarsitunk
hozzajuk. Ebben az esetben csak az informacionyereségen alapulé mértékekre tamasz-
kodhatunk, mert ezek csak a valdsziniliségi eloszlast veszik figyelembe, és nem a felvett
"értékeket”.

A modszer célja az attribitumok hidanyzé értékeinek potlasa ugy, hogy minden adat
pétlasdhoz a leginformativabb attributumokat hasznaljuk. A mddszer két £6 1épésen ala-
pul:

e A 7legjobb” attributumok listajanak meghatarozasa a 4.3. szakaszban bemutatott
jellemzovalasztasi modszerek segitségével (az mRmR, MI, MIN, cor, ken, sp lista-

bol).

e A magyarazé attributumok értékei alapjan a legval6szintibb értéket valasztjuk ki az
adatpétlashoz (lasd a 24. algoritmust).

Jeloljiik D-vel az adathalmazt, amelyben a sorok az adatpontokat jelentik (minték).
Tegyiik fel, hogy { X7, ..., Xx} a magyardz6 véltozdk halmaza egy Y célvaltozéhoz, amely
{Y1, ..., ym} diszkrét értékeket vesz fel. A jelolés roviditése céljabol hasznaljuk az (zq, . .., xx)
jelolést az (Xy = x1, ..., Xy = x1) helyett. Az altaldnos gépi tanuldson alapul6 Valdszini-
ségi Imputéldsi Algoritmus (Probabilistic Imputation Algorithm) megadja az Y imputalt
értékét. Amennyiben az (z1,...,x;) vektort nem taldljuk a megfelel6 k-adrendii perem-
ben, akkor a kisebbrendii peremekben keressiik az egyezést. Az N(y;) Osszeg azt jelenti,
hogy hanyszor jelenik meg az y, egyiitt az (zq,...,x;) értékekkel. A Mode(Y')-t akkor
vessziik figyelembe, ha egyik peremértékhez sem talalunk megfelel6 y-t. Ez a tanul6é min-
tdban nem fordulhat eld, viszont a potlandé adatokban igen. A 24. algoritmust R nyelven
implementaltam és az R-ben talalhato adatpdtlasi csomagokkal hasonlitottam Gssze.

24. Algoritmus. Valosziniségi Imputdldasi Algoritmus

Bemenet: Az y hidnyzo értékhez tartozo (xq,...,xy) értékek
Kimenet: Az imputdlt yi,, €érték
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[=0

while | < k do
Szdmitsuk ki az N(ys) dsszeget az dsszes {iy, ... ix—1} C {1,...,k} részhalmazon
N(ys) = Z 1{(331.,17“_71%47%)613} ) ahol Ys € {yla cee ayt}

(:Eil ""’xik—l)GD

if N(ys) # 0 then
Yimp = argimax N(ys)
YsE{Y15e syt }
break
elsel =1+1
end if
end while
if l ==k then
Yimp = Mode(Y)
end if

4.5. A pontossag mérése és tesztadatbazisok bemutatasa

Ez a rész harom alfejezetbol all. Az elsében bevezetek egy mddszertant, amely lehetévé
teszi tobb moddszer dsszehasonlitasat kiilonbozé adathalmazokon. A masodik alfejezet a
felhasznalt adatkészletek rovid leirasat és a szemléltetéshez hasznalt attribitumok bemu-
tatasat tartalmazza. A harmadik alfejezet a bemutatott médszerek adatpotlasi eredmé-
nyeit és mas, mar ismert modszerekkel valé 6sszehasonlitdsat tartalmazza.

4.5.1. Az adatpotlasi modszerek értékelésének modszertana.
Osszehasonlitas tobb adatkészleten

A tesztelt mddszerek tobb adathalmazon valé Gsszehasonlithatésdga érdekében beveze-
tek egy egyiitthatét a modszerek relativ pontossaganak jellemzésére, valamint egy masik
egyiitthatét a mdédszerek relativ végrehajtasi idejének jellemzésére.

Eldszor a D; adatkészlet minden egyes imputalandé x; p; attributumra 5-szor végzem
el az imputdciét, és az 6t imputdcié pontossdgénak (accuracy: az eltaldlt potlasok szamé-
nak és az Osszes potlas szaméanak hanyadosa) dtlagat veszem. Ezt az dtlagos pontossagot
acc(x;,p;, My)-val jeldljiik, ahol M}, a k-adik adatpétlasi modszer.

Ezutdan minden egyes imputalt értékre minden egyes adathalmazban meghatarozom a
relativ pontossagot tigy, hogy az egyes modszerek atlagos pontossagat elosztom a legna-
gyobb &tlagos pontossaggal (a legjobb médszer pontossagéval):

acc(xip;, M)

p., M) =
aCCrel($Z7D17 k) maxk{aCC(mi,DjaMk>} ’

ahol a max fliggvény argumentuma az 0sszes modszer halmazan fut.
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Az My médszer osszesitett relativ pontossaga a relativ pontossagok atlagaként keriil
kiszamitasra, az 0sszes adathalmaz 6sszes imputdlt valtozdjara vonatkozéan. Jelolje N az
Osszes imputalt érték szamat az osszes vizsgalt adatkészletben. Az My mddszer dsszesitett
relativ pontossdga a kovetkezd képlettel hatarozhato meg

Ace(My,) = %Z accrel(Tip;, My).
]

Ennek a mértéknek a f6 célja, hogy normalizalja az egyes mddszerek nagyon kiilonb6zo
adathalmazokon mért eltéré pontossagi értékeit. fgy 0ssze tudom a moédszereket hasonli-
tani.

A végrehajtasi idOk vizsgalatara bevezetem az Osszességében relativ végrehajtasi ido-
t. Minden egyes imputalt X; p, attribitumra a D; adatallomanyban 5 imputaciot végzek,
és az Ot imputacié végrehajtasi idejének atlagat veszem. Ezt az atlagos végrehajtasi idot
t(ws,p;, My)-val jeloljiik, ahol M; a k-adik adatpétlasi médszer. Ezutdn minden egyes
imputalt attributumra minden egyes adatkészletben meghatarozzuk a relativ végrehajtasi
ido-t gy, hogy az egyes modszerek atlagos végrehajtasi idejét elosztjuk a leghosszabb
atlagos végrehajtasi idovel.

t<x1 D;s Mk)
tre 7 '7M = " ’
(0,5 M) maxp{t(z;p;, M)}

ahol a maz fliggvény argumentuma az 0sszes modszer halmazan fut.

Az My, médszer dsszességében relativ végrehajtasi ido a relativ végrehajtasi idok atla-
gaként keriil kiszamitdsra, az 6sszes adathalmaz 0sszes imputalt valtozojara vonatkozdan.

Jeloljitk N-nel az 6sszes imputalt érték szamat az Osszes vizsgalt adatkészletben. Az
My, maodszer dsszes relativ végrehajtdsi ideje a kovetkezo képlettel hatarozhatd meg

1
T(My) = N Ztrel(xi,Dj; My).
1,J
Ennek a mértéknek a fo célja, hogy normalizélja az egyes modszerek nagyon kiilonb6zo
adathalmazokon mért eltéré végrehajtasi idoértékeit. Igy Ossze lehet Oket hasonlitani.

4.5.2. Az adatkészletek révid bemutatasa

A kisérleti tesztek soran a kovetkez6 hat benchmark adatkészleten végeztem kisérleteket:
a BankChurners, Pima Indians Diabetes és Saheart-adatkészletek a Kaggle weboldala-
rél [47] szarmaznak; a WBCC és az Abalone adatkészletek az UCI ML Repositorybdl
[27] szdrmaznak; a Deals adatkészlete a Rapidminer [88] weboldalrdl szdrmazik. Hérom
kulcsparaméter van: az attributumok szama, az attributumok tipusa és az adatkészlet
rekordjainak szama. Az adatkészlet méretét tekintve a legnagyobb adatkészlet 10127,
mig a legrovidebb 462 rekordot tartalmaz. Az attributumok szama 3 és 30 kozott van. A
kivalasztott benchmark adatkészletek paraméterértékeit a 4.1. tablazat foglalja Gssze.

A kovetkezdkben néhdny szemlélteté adatpdtlasi példat mutatok be a vizsgalt adat-
készletekhez tartozo néhany attribitumon. A mddszerek Gsszehasonlitdasa nem korlatozé-
dott ezekre a jellemzbkre. Az altalanos pontossidgot az Osszes valtozéra nézve e szakasz
végén mutatom be.
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adatkészlet Niines | Mattr adattipus
BankChurners 10127 | 20 | kategorikus és folytonos

WBCC 569 30 folytonos

Pima Indians Diabetes | 768 8 folytonos
Deals 1000 3 kategorikus és folytonos
Saheart 462 9 folytonos és kategorikus
Abalon 4177 9 folytonos és kategorikus

4.1. tablazat. Az adatkészletek paraméterei

A BankChurners-adatkészlet nagyon kiilonbozo tipusi attribitumokat tartalmaz. Van-
nak bindris kategériaértékkel rendelkez6 oszlopok (mint példaul az Attrition Flag vagy a
Gender) és vannak folytonos attribitumok, mint példaul az tigyfél életkora. A kivalasztott
attributumok, az ligyfél életkora, a nem, az oktatdsi szint és a hitelkeret értékeloszlasa
a 4.2. abran lathaté. A Saheart-adatallomény esetében a bemutatasra kivéalasztott val-
tozdék az sbp, a dohany, a famhist és az életkor. Csak a harmadik elem kategorikus. Az
értékhisztogramok a 4.3. abran lathaték. Az Abalone adatkészlet esetében a bemutatés-
ra kivédlasztott valtozék a nem (kategorikus), a hossz, a sily és a gytriik (egész szam).
Az értékhisztogramok a 4.4. &bran lathatok. A Pima Indians Diabetes adatéllomanya
esetében a bemutatasra kivélasztott valtozdk a terhességek széma (egész szdm), a gliikoz,
a BMI és az életkor (egész szdm). Az értékhisztogramok a 4.5. dbran lathatok.

A hidnyz6 adatelemek generaldsara a véletlenszertien hidnyzé (MAR) médszert alkal-
maztuk, vagyis annak valoszintisége, hogy egy megfigyelés hianyzik, fiigghet a megfigyelt
halmaztél, de nem fiigg a nem megfigyelt résztol.

: .
[ - ® - ® e B e —r——E———— r

4.2. abra. Az életkor, nem, iskolai végzettség és hitelkeret hisztogramjai a BankChurners-
adatkészletben

4.3. abra. A spb, dohany, csaladtorténet, kor hisztogramjai a Saheart-adatallomanyban
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Ak L

4.4. dbra. A nem, hosszisag, tomeg és gytirtik hisztogramjai az Abalone-adatkészletben

Y.

4.5. abra. A terhességek, a gliikéz, a BMI és az életkor hisztogramjai a Pima Indians
Diabetes adatallomanyban

4.6. A bevezetett adatpotlasi modszerek eredményei

Ez az alfejezet az imputaciok eredményeinek értékelését és a kivédlasztott, R csomagokban
implementalt médszerekkel vald 6sszehasonlitast tartalmazza. Itt adom meg a végrehaj-
tasi idok Osszehasonlitasat is.

A kovetkezo tablazatokban Osszefoglalom a kivédlasztott benchmark-adatkészleteken a
legfontosabb mérési eredményeket mind a pontossag, mind a végrehajtasi ido tekintetében.
A kiindul6 adatkészletek teljesek voltak, a mdédszereink tesztelésére a vizsgalt attributum
értékeinek 10%-4at, illetve 50%-4t véletlenszertien toroltem. Minden kisérlet esetében a
hidnyzéasok véletlenszeriien lettek kivalasztva, de a kiilonb6z6 mdodszereket ugyanazokon
a hianyos adathalmazokon teszteltem.

4.6.1. Pontossagi (accuracy) tesztek

A 4.6. abréan lathatd, hogy az Gsszesitett relativ pontossag (y tengely) hogyan fiigg a mdd-
szerektdl (z tengely) és a kivalasztott magyardzé valtozok szamatdl (kiilonbozé szinek).
Jol lathato, hogy az attributum kivalaszté j modszerek mindegyikén a 2 magyarazo val-
tozé kivalasztasa teljesit a legjobban. Ezért hasznélok az illusztrativ példakban k = 2
magyarazo valtozot. Azt is észrevehetjiik, hogy az 1, 2 és 3 magyaraz6 valtozd esetén
az informéacié tartalmon alapulé moddszerek teljesitenek a legjobban és ezeknél még az
egy magyarazé valtozd kivalasztas is jobban teljesit, mint a korrelacié alapu kivalaszto
modszerek 2 magyarazd valtozoval.

A pontosséagi vizsgalatoknal az értékeket %-os értékben adjuk meg. Felhivjuk a figyel-
met arra, hogy a knn, NB, mice és mF moddszerek kiilonb6z6é R csomagokhoz tartoznak, és
bemenetként minden magyarazé valtozét megkaptak. Az oszlopok a kovetkezd jeloléseket
tartalmazzak:
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4.6. abra. Az osszesitett relativ pontossag fliggése a modszerektdl és a magyarazo valtozdk
szamatol (szinek)

10.

11.

. Tcol: a célattributum azonositéja, a 4.5.2. részben felsorolt 4-4 attribitum.

. mrmr_2 : a maximalis relevancia minimalis redundancia moédszerén alapulé attribi-

tumcsokkentés (a legjobb 2 attribitum).

. MI_2 : a koélesonos informécion alapuléd attribitumesokkenté maédszer (legjobb 2

attributum)

. MIN_2 : MI-alapu attribitumcsokkentés (legjobb 2 attribiitum)
. cor_2 : Pearson-korreldcién alapulé attribitumesokkentés (legjobb 2 attribiitum)

. ken_2 : Kendall-korreldcién alapulé attribitumesckkenté médszer (legjobb 2 attri-

bitum)

sp-2 : Spearman-korreldcién alapulé attribitumesokkenté médszer (legjobb 2 attri-
bitum)

. knn : k-NN osztéalyozasi adatpotlasi modszer

. NB : Naive Bayes osztalyozoval adatpotlas

mice : Tobbvaltozdés adatpdtlds ldncolt egyenletek segitségével (Multivariate Imp-
utation by Chained Equations)

mF : MissForest véletlen erd6 adatpdtlasi modszer
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A 4.2.4.3., 4.4. és 4.5. tablazatban lathatok a korabban bemutatott attributumokra
vonatkozé acc(z; p,, M) pontossigi eredmények a BankChurners, Saheart, Abalone, Pi-
ma Indians adathalmazokban. Mindegyik esetben 10%-os, illetve 50%-o0s hidnyossdggal.
Az oszlopok nevei az adatpotlasi médszereket jelolik. A pontossagi értékek szazalékban
vannak megadva. A legmagasabb értékek félkovérrel vannak szedve.

hidnyzé értékek szdzalékos ardnya=10%

Tcol | mrmr_2 | MI_2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF
0 89 89 89 87 87 87 | 92 | 8 | 8 | 95

1 43 43 43 39 39 39 | 33 | 38 | 28 | 40

3 36 36 36 26 27 27 1029 | 32 | 22 | M4
11 33 33 33 34 34 34 | 32 | 22 | 27 | 33

hidnyzé értékek szdzalékos ardnya=50%
Tcol | mrmr_2 | MIL2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 90 90 90 87 87 87 | 92 | 88 | 8 | 95
1 43 43 43 39 39 39 33 | 39 29 39
3 34 35 35 26 27 27 1 29 | 32 22 34
11 32 33 33 33 33 33 33 | 22 27 | 34

4.2. tablazat. A kivélasztott valtozdk adatpotlasanak pontossagai a BankChurners-
adatkészletben

hidnyz6 értékek szézalékos ardnya=10%
Tcol | mrmr_2 | MIL2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 27 28 28 28 28 28 23 | 30 | 20 23
1 49 48 48 48 48 48 | 41 | 46 | 44 | 40
4 59 59 57 o7 o6 %) 26 | 55 | 49 24
8 18 17 23 17 17 17 | 23 | 17 17 | 25

hidnyzé értékek szdzalékos ardanya=50%
Tcol | mrmr_2 | MIL2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 23 22 22 22 22 22 25 | 25 20 23

1 49 48 48 48 48 48 45 | 42 48 44

4 55 57 56 58 57 57 | 24 | 61 | 57 | 25

8 18 20 20 21 21 21 20 19 18 20
4.3. tablazat. A kivalasztott valtozék adatpotlasanak pontossiagai a Saheart-
adatkészletben

Annak érdekében, hogy j6 attekintést és atfogd képet kapjunk a médszerek josagarol,
az 0sszesitett relativ pontossdg értékeit a 4.7. dbra és a 4.6. tablazat mutatja be. Lathato,
hogy a 2 magyarazé attributumot kivalaszté 1j modszerek jobbak, mint az R csomagok
vizsgalt modszerei. Az 1j attribitum kivalasztasi modszerek koziil azok a legjobbak,
amelyek az informaciétartalom kritériumai alapjan lettek kivalasztva.

A vizsgalt médszerek Osszesitett relativ pontossaganak dsszehasonlitasa lathaté a 4.8.
ésa4.9. abran. Az els6 oszlopdiagram a modszerek, a masodik oszlopdiagram az adatkész-
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hidnyzé értékek szdzalékos ardnya=10%
Tcol | mrmr_2 | MI_2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 55 52 52 55 55 55 | 44 | 50 | 45 | 46
1 78 78 78 78 78 78 76 | 66 | 66 78
5 72 67 67 71 71 71 o7 | 68 | 49 o7
8 23 55 55 o4 o4 54 | 44 | 15 39 o1

hidnyz6 értékek szazalékos aranya=50%
Tcol | mrmr_2 | MI_2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 55 53 53 54 54 54 | 45 | 51 | 46 | 46

1 7 7 76 7 7 7r | 76 | 65 | 66 | T8

5 71 67 67 69 69 69 | 54 | 65 | 47 | 55

8 54 54 54 54 54 54 | 48 | 17 | 39 | 51
4.4. tablazat. A kivélasztott véltozok adatpdtlasanak pontossagai az Abalone-
adatkészletben

hidnyz6 értékek szézalékos aranya=10%
Tcol | mrmr_2 | MIL2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 35 37 35 35 36 36 25 | 26 26 32
1 28 28 29 28 28 28 30 | 12 26 | 32
5 46 44 42 44 44 45 43 | 27 | 34 | 44
7 45 46 45 45 46 46 34 | 39 38 33

hidnyzé értékek szdzalékos ardnya=50%
Tcol | mrmr_2 | MI_2 | MIN_2 | cor_2 | ken_2 | sp_2 | knn | NB | mice | mF

0 33 34 33 33 33 33 27 | 29 26 29
1 23 25 24 25 25 25 30 | 15 23 31
D 43 42 43 42 42 42 41 | 23 31 43
7 44 45 44 45 45 45 37 | 34 32 34

4.5. tablazat. A kivalasztott valtozok adatpdtlasdanak pontossagai a Pima Indians Diabe-
tes adatkészletben

letek szerint csoportositva mutatja az adott médszer, adott adatkészlet és adott szazalékos
hidnyzéas adatpotlasi eredményeit.

4.6.2. Végrehajtasi ido tesztek

Figyelembe véve a vizsgalt modszerek kivitelezési koltségeit, nagyon eltéro koltségtarto-
méanyokat lathatunk. Altalénosségban elmondhaté, hogy a knn és missForest lényegesen
tobb idot igényelnek a modellalkotashoz, mint a tobbi modell. Egy masik jellemzo tapasz-
talat, hogy a csokkentett attributumkészleti modellek lényegesen kevesebb végrehajtési
koltséget igényelnek a modellkészitéshez, mint a teljes adatkészlettel rendelkez6 model-
lek. Ez a tény az attributumcsokkentés mésik fontos elényét mutatja. A 4.10. abra a
modszerek Osszesitett relativ végrehajtasi idejét mutatja. A legiddigényesebb mddszer a
MissForest (mF) volt. Az R csomagokhoz tartozé mddszerek koziil a Naive Bayes kevéshé
id6igényes. Az attributum kivéalasztason alapuld j modszerek kevésbé idbigényesek, mint
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Modszer | Osszesitett relativ pontossag
mrmr_2 0,95
MI_2 0,95
MIN_2 0,94
ken_2 0,93
cor_2 0,92
sp_2 0,92
mF 0,90
knn 0,84
mice 0,83
NB 0,78

4.6. tablazat. A vizsgalt mddszerek sszesitett relativ pontossag értékei

mrmr_2 MI_2 MIN 2 cor_2 ken_ 2 sp_2  knn NB mice mF

4.7. dbra. A vizsgdalt médszerek Osszesitett relativ pontossaganak tsszehasonlitasa

a knn, mice és mF.

4.7. Osszegzés

Ebben a fejezetben attributum kivalasztason alapulé valdsziniiségi gépi tanuldsi adat-
pétlasi mddszereket mutattam be. A moddszereket diszkrét adatokra fejlesztettem ki,
de kategorikus és folytonos adatokra is alkalmazhaték. A folytonos adatokat az eléfel-
dolgozasi fazisban diszkretizdlom. Ha az imputélt valtozd folytonos, eredményként egy
intervallumot kapunk, amelyhez az imputalt érték tartozik (egy adott szakteriilet szakér-
t6i szdmadra ez néha nagyon hasznos informdcié lehet), vagy az imputdalt érték a kapott
intervallumhoz tartozé értékek medianja vagy atlaga. Az informécidelméleti attributum
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4.8. abra. A vizsgalt modszerek Osszesitett relativ pontossaganak ¢sszehasonlitdsa a maod-
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4.9. abra. A vizsgalt modszerek Osszesitett relativ pontossaganak Osszehasonlitdsa az
adatkészletek szerint

kivalasztason alapulé modszerek kategorikus valtozdkra is alkalmazhaték, mivel csak a
valoszintiségi eloszlastol fiiggnek, nem pedig a felvett értékektol.

A fejezetben kiilonbozé adatadatpotlasi modszerek hatékonysagi elemzését mutattam
be, az egyszeri adatpotlasi megkozelitésre Osszpontositva. A bevezetett mddszereimet
Osszehasonlitottam négy, az R programcsomagokban megvaldsitott modszerrel.

A kiilonb6z6 médszerek kiilonbozé adathalmazokon torténé 6sszehasonlitasa érdeké-
ben bevezettem két mutatot. Az egyik az altalanos relativ pontossag, amely a hianyzé
adatok kiilonb6z6 modszerekkel valé potlasanak pontossagat dsszehasonlithatova teszi kii-
16nb6z6 adathalmazokon. A mésik az dltaldnos relativ végrehajtasi id6, amely a hidnyzo
adatok kiilonb6z6 modszerekkel vald potlasanak végrehajtasi idejét teszi 6sszehasonlitha-
tova kiilonbozé adathalmazokon.

Az eljarast implementéaltam.

Az elvégzett osszehasonlité tesztek f6 kovetkeztetése, hogy a javasolt mddszereim
minden kategéridban jobbnak bizonyultak. A valdsziniliségi gépi tanulas esetében az
informaciotartalom-alapi modszereim bizonyultak a legjobbnak, de fontos megjegyezni,
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4.10. dbra. A vizsgalt médszerek Osszesitett relativ végrehajtédsi idejének osszehasonlitasa

hogy a hagyomanyos korrelacios egyiitthatékon alapulé jellemzovalasztas is hatékony volt.
Az idokoltséget tekintve a valdszintiségi gépi tanulasi mdodszereim jellemzoen gyorsabbak
voltak.

Az elvégzett elemzések és tesztek azt mutatjak, hogy a javasolt adatpotlasi valdszini-
ségi gépi tanulasi technikdk egyértelmiien elonyosebbek a szokésos gépi tanulasi techni-
kaknal.

5. tézis: Attribatum kivalasztason alapulé valésziniiségi gépi tanulasi adatpétlasi méd-
szereket vezettem be. A modszereket diszkrét adatokra fejlesztettem ki, de kategorikus
és folytonos adatokra is alkalmazhatoéak.

A fejezetben kiilonb6z6 adatadatpotlasi modszerek hatékonysagi elemzését mutat-
tam be, az egyszeri adatpotlasi megkozelitésre 6sszpontositva. A bevezetett modszere-
imet Osszehasonlitottam négy, az R programcsomagokban megvalodsitott modszerrel.

A kiilonb6z6 moédszerek kiilonb6zo adathalmazokon torténé Gsszehasonlitasa érde-
kében bevezettem két mutatot. Az egyik a pontossagot, a masik a végrehajtasi idot
jellemzi.

A valészintiségi gépi tanulas esetében az informaciotartalom-alapu attributumcsok-
kentési modszereim bizonyultak a legjobbnak, de a hagyomanyos korrelacios egyiitthato-
kon alapul6 jellemzovalasztas is hatékony volt. Az idokoltséget tekintve a valdsziniiségi
gépi tanulasi modszereim jellemzoen gyorsabbak voltak.

Az elvégzett elemzések és tesztek azt mutatjak, hogy a javasolt adatpotlasi valo-
szintliségi gépi tanulasi technikak egyértelmiien elonyosebbek a vizsgalt beépitett gépi
tanulasi technikaknal.

Kapcsolédé publikacidk: [S3]



5. fejezet

Prefix-fa felépités koltségelemzése

Nagy mennyiségii adat tarolasa, elemzése soran gyakran alkalmazott struktirak a listak és
a halmazok. A kiilonboz6 feladatok megoldésa soran fontos, hogy a tarolast és a keresést
hatékony algoritmusokkal oldjuk meg. T6bbféle tarolasi lehetdséget szoktak alkalmazni,
mint példaul a relacidés adatbéazisok, listak, kereso fak és a prefix-fak. A fastruktura ha-
tékony téarolast és adatkezelést biztosit a kiilonboz6 adatlistdkhoz vagy adatkészletekhez.
A prefix-fa egy specidlis fastruktira az adatelemek rendezett listdinak taroldsara, szé-
les korben hasznalt adatstruktira szamos alkalmazasi teriileten. A prefix-faban a kozos
elétagrésszel rendelkezo listdk ugyanazon az tutvonalon osztoznak. Mivel a prefix-fa sza-
mos adatmanipulacids algoritmusban részt vehet, a fa felépitésének koltségbecslése fontos
Osszetevoje a teljes adatmanipulécids algoritmus koltségfiiggvényének. Jelen fejezetben
a prefix-fa alapu tarolas hatékonysaganak azon részével foglalkozom, amely egy vélet-
lenszerti objektumlistakbol all6 bemeneti halmazra nyujt koltségelemzést a fa méretére
vonatkozoan. Az elemzés analitikus és szimulaciés modszereket egyarant tartalmaz, és a
bemutatott f6 eredmény egy gamma-eloszlason alapuld kozelitoé fiiggvény.

A rendezett lista egy j6 megvaldsitasi struktura a halmazok abréazolasahoz. Az elemek ren-
dezése lehet6vé teszi a halmazmiveletek hatékonyabb végrehajtasat. Példaul a halmazok
metszése egy rendezett egyesitési algoritmussal valosithato meg. Ezt a fajta megvaldsitast
hasznaljéak tobbek kozott a relaciés adatbazisok lekérdezomotorjaban egy belso Osszekap-
csolasi miivelet végrehajtasa soran. fgy az alabbi teljesen rendezett objektumhalmazzal
dolgozunk:

<OOZ‘, §> .

Az O alaphalmaz méretét M-mel jeloljiikk. Egy objektumhalmaz az aldbbi rendezett
listaval abrazolhaté:
l=o01,...,0,, ahol o,_1 <o;.

Az L = (l;) listak (szekvencidk) halmaza egy specidlis faval, a T' prefix-faval abrazolhaté
[39], ahol minden [ listat a gyokérelemtdl kiindul6 tttal reprezentdlunk. Az O alaphal-
mazon értelmezett listakbol felépitett prefix-fat Tp-val jeloljiikk. A hasonlé 6svények a
faban ugyanazon a szakaszon lesznek. A faban minden csomoépontot egy o € O elem-
hez rendeliink, kivéve a gyokeret, amely iires csomépont. A faban minden csomépont
a gyokértol induld 6svény mentén 1évé csomopontokhoz kapcesolédd objektumsorozatot
képvisel. Mivel egyes listak allistakként mas listakba is belekeriilhetnek, a csomépon-
tokban egy specialis jelzére van sziikségiink a listak végszimbdélumanak jelolésére. Egy

94
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adott oy, ..., 0, lista akkor szerepel T-ben, ha létezik olyan uitvonal, ahol az itvonal i-edik
eleméhez o; tartozik és az o,-hez kapcsol6dd csomopontnal a végesomopont-jelzé 1-re van
allitva. Az 5.1. dbran az (1,2),(2,3),(3) szekvencidk prefix-fa reprezentacidja lathato.

()
OO NN O
() (3)

5.1. dbra. Minta egy prefix-fara

A T prefix-fa méretén a benne 1év6 pontok szamat értjitkk. A Ty prefix-fa teljes, ha az O
alaphalmaz minden lehetséges szekvencidjat reprezentalja. Az M elemt O alaphalmazon
a teljes prefix-fa elemeinek szama 2. Ez teljes indukciéval kénnyen beldthaté. Ha
M =1, a teljes prefix-fa mérete 2! (5.2. a. dbra). Ha az O alaphalmazhoz felvesziink egy
1j elemet, akkor a fa minden csomépontjabol kell egy ledgazast csatolni az 1j elemmel,
vagyis egy ujabb levél keletkezik. fgy minden 1épéshen a fa mérete megduplézodik. Ezeket
a lépéseket lathatjuk az 5.2. abran. A kovetkezd alfejezetben az 5.2. b. abrahoz tartozd
M = 2 esetrol lesz sz6.

a. = b. B C. —
() () i)
s e e e S
¥ - ) #’__.--' N o 3 ! "'\-\.\__.
(1Y (1) 2 (1 $ (2) 3
== L _.z\" -,
__."' 2"' ,I‘ |
¥ ¥ i b4
2 (2) 3 3
v
3

5.2. abra. A teljes prefix-fa felépitése

Altalaban az adatmanipuldciés miiveletek koltségei az adatszerkezet méretétdl fiigge-
nek. fgy a prefix-fa mérete fontos tényez6 az adatmanipulaciés algoritmusok koltségbecs-
lésében. Mivel az adatfa mérete a bemeneti lista halmazatdl fiigg, a teljes koltség is a
bemeneti adatok fliggvénye. Az adathalmazt figyelembe véve két dontd tényezo van az
adatgenerdlasban:

e a szekvenciak szama,
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e tirolandd szekvencidk eloszlasa.

A fa strukturdk leszamlalasa intenziven vizsgalt téma a szakirodalomban. A fdk al-
talanos komplexitaselemzésével kapcsolatban szamos publikaciét talalunk, mint példaul
[11], [14], [15]. Ezzel szemben a prefix-fa struktirdra, mint specidlis féra vonatkozéan
leszamlélassal foglalkozo tanulményok nincsenek az irodalomban. Hozzajaruldsom célja,
hogy egy kezdeti elemzést adjak a prefix-fa struktirak méretkomplexitasarol.

Vizsgalatomban elsé 1épésként egy fiiggetlenségi feltételezést alkalmazok, ami azt je-
lenti, hogy a listdban 1év6 o; elem létezésének valosziniisége fiiggetlen barmely mas o; elem
valészintiiségétdl. A bemeneti adatok generalasanak f6 paraméterei a kovetkezok:

e M: az O alaphalmaz elemeinek szama,
e K: a bemeneti adathalmaz szekvencidinak szama,
e p;: az o; elem valdsziniisége,

e po = (p1,...,pm) : az O adathalmazra vonatkozé valészintiség vektor.

5.1. A prefix-fa méretének koltségelemzése

Munkamban két alapveto megkozelitést elemzek. Az els6, egzakt valdsziniiségi képletek
alkalmazéasan alapul a generalt prefix-fak méretének meghatarozasara. FEz a modszer pon-
tos értékeket szolgaltat, de a képletek tul bonyolultta valnak, ha M > 2. A masodik
moédszer a prefix-fak felépitéséhez szimuldciot haszndl a véletlen szekvencidk generaldsa-
ra. A generalt prefix-fak méretét statisztikai modszerekkel vizsgdlom. A tapasztalatok
alapjan ez a megkozelités alkalmasabb a fa méretének kozelitésére nagyobb adathalmazok
esetén is.

Felsorolasi képlet

Az M = 2 esetre az analitikus, egzakt képletek egyszerii modon konstrualhaték. A fa
méretére vonatkozé képlet a kovetkezo Osszetevékbdl épiil fel.

o Py =(1—p,)(1—p,), annak valészintisége, hogy a két elem koziil egyik sem fordul
el6 a listaban

e P, =p,(1 — ppy), annak valdsziniisége, hogy csak az a elem fordul el a listdban

e P, = (1 — p,)pp, annak valésziniisége, hogy csak a b elem fordul el a listdban

o P = pa - py, annak valdszintisége, hogy mindkét elem, az a és a b elem is el6fordul
a listaban.

Igazolhato, hogy

Po+P,+ P+ Py = (1—pa)(1 —pp) + pa(l —pp) + (1 — pa)pp + papp = 1



5. FEJEZET. PREFIX-FA FELEPITES KOLTSEGELEMZESE 97

Az eredményiil kapott prefix-fa méretét figyelembe véve kiszamithatok a kiilonb6zo
méretértékek valoszintiségei. Az i méret valoszintiségét Pi-vel jeloljiik, és értéke a kovet-
kez6 moédon szamithaté ki:

P =P
K K
KN\ oo K\ oo
PQ—Z(Z,>P;P§Z+Z(Z,)P;P5“
i=1 i=1
K . K .
K\ (K — y o K\ /K — . o
Py= Y (Z)( .Z)P;ngf—@—u 3 (Z)( .Z)PgP;be‘“J
i=1,j=1 J i=1,j=0 J
K . . .
K\(K—-i\(K—-i—}j i pj pK—i—j—l
re S (0
i=1,j=1,1=0

A fa méretének atlagos értékét a kovetkezdképpen szamithatjuk ki:
E[NtT66]2P1+2P2+3P3+4P4 (51)

A pontos képleteket Matlabban szamoltam ki kiilonb6z6 valészintiségi értékekre. Az egy-
szeriség kedvéért mindkét elem valdszintisége azonos volt: p, = p,. Az igy kapott méret-
fiiggvényt az 5.3. dbra mutatja.

4.5

a —  ——

3.3

P
kWA W

Ntree

15
—p=0.3

=0.5
0.5 ¢
K

5.3. dbra. Az atlagos méret kiilonbozé valdszintiségek esetén (M=2 és p, = p, = p)

Mivel tetszOleges M esetén a 5.1. képletben szereplé 6sszeadandé tagok szdma 2M-re
no, ez a megkozelités nem hasznalhaté nagyobb problémak elemzésére. Igy az egzakt
felsorolasi formulak alkalmazasa nagyon korlatozott.
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5.2. Koltségelemzés szimulacioval

A szimuldcidban az el6tagfakat véletlenszert listakbol épitjiik fel. A véletlen listak felépi-
tésére szolgald generald fiiggvény a Monte Carlo-mddszeren alapul, és harom paramétertol

fiigg:
e M: az O alaphalmaz elemeinek szama,
e K: A bemeneti adathalmaz szekvencidinak szama,

e p: az elemek listaban valé megjelenésének kozos valoszintisége.

A szimulacié célja a fa mérete és a bemeneti paraméterek kozotti fiiggdség meghata-
rozasa. Az implementacioban a szekvenciakat binaris matrix formajaban tarolom, ahol az
oszlopok az elemeket, a sorok pedig a generélt szekvencidkat jelolik. Az m(i, j) métrix-
elem értéke 1, ha az i-edik lista tartalmazza a j-edik elemet, ellenkez6 esetben az érték
0.

A fak mérete a kovetkezd algoritmussal szamolhaté Kki:

e a bemeneti K darab szekvencia rendezése a szekvencidaban 16v6 elemek szdma szerint
e a mas szekvencidban szerepl6 szekvenciak kisziirése

o faépités a redukalt szekvencidk halmazabdl, a prefix-fa méretének meghatarozasa

4.5
) ,-y"—\,/-__-/ - 3
n =
3.5 INTS
[N
3 b4
2.5 ‘-i.'J
gy
=z
2 / —p=0.3 n=10
1.5 ! |:1=DS n=1000
p=0.3 n=100 00
1 p=0.5 n=10
p=0.5 n=1000
0.5 p=0.5 n=100 000
0
0 10 20 El1) 40 50

K

5.4. dbra. A szimuldcidval kozelitett koltségfiiggvény (Ny.e) a K fiiggvényében. M =
2; p=0,3és 0,5; N = 10; 1000; 100000

A szimulaciéban n az elvégzett tesztek szamat jeloli. A tesztek eredményeinek atlagat a
méretfiiggvény megalkotasdhoz hasznalom. A tesztek altal M = 2 esetén kapott empirikus
koltségfiiggvényt az 5.4. abra mutatja.
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Amint az varhato volt, a szimulalt koltségfiiggvény nagyobb n értékek esetén simabb,
mint a kis n értékek esetén. A vizsgalt paramétertartomanyokban a szimuldlt koltség-
fiiggvények nagyon hasonldak a pontosan szamitott koltségfiiggvényekhez. A szimuldlt
és a szamitott koltségértékek kiilonbségeként szamitott megfelelé hibaértékeket az 5.1.
tablazat tartalmazza.

5.1. tablazat. A szimulalt koltségfiiggvény hibaja

N=10 | N=1000 | N=100000
p=0,3 | 0,6981146 | 0,098185 0,010077
p=0,5| 0,549177 | 0,064796 0,007265

Nagyobb M és K értékek esetén, mivel a szimuldcio futési ideje jelentGsen megno, csak
kisebb szamu teszt késziilt. A tesztsorozatban vizsgédlt paramétertartomanyokat az 5.2.
tablazat tartalmazza.

5.2. tablazat. A szimulacidkban vizsgalt paramétertartomanyok

min max | step
M 5) 20 )
K | 200 | 12000 | 200
p 0,3 0,5 0,2

Az 5.5. és az 5.6. abran a fa mérete lathaté a K fiiggvényében kiilonb6z6 M értékek
esetén. Az 5.5. abran lathatd, hogy nagyobb K érték esetén a prefix-fa teljes lesz, és a
koltség allandé marad. A koltségfiiggvény 5.6. abran lathato alakja azt mutatja, hogy a
vizsgalt paramétertartoméany még mindig messze van a telitési kiiszobtol.

A telitési kiiszob értékét, vagyis, ahol Ntree el6szor eléri a 2M értéket, az M érték
fiiggvényében is megvizsgaltam. Az eredményt az 5.7. dbra mutatja. Tapasztalataim
szerint a K; telitési érték az M exponencidlis fiiggvénye, és a ndvekedés nagyobb p = 0,3
esetén, mint p = 0,5 esetén.

5.3. A koltségfiiggvény kozelitése

A megfelel6 analitikus kozelito fiiggvény megtalaldsa érdekében elGszor normalizaltam a
kisérleti fiiggvényeket. Az y tengelyen torténo normalizélas azt jelenti, hogy a koltségér-
téket a [0,1] intervallumba transzformaljuk, a 2M-nel val6 osztdssal. Az x tengely mentén
is elvégeztem a 2M-nel valé osztést. fgy a koltségfiiggvény alakjat az M aktualis értéké-
t0l fliggetlen forméara alakitottam. Az kapott grafikonok segitségével a koltségfiiggvényt
minden M értékre azonos médon irhatjuk le.

A normalizalt koltségfiiggvények elemzése azt mutatja, hogy kozos alakjuk van, amely
nagyon hasonlit a gammaeloszlashoz. Az 5.8. a normalizalt koltségfiiggvény forméjat mu-
tatja a normalizalt K érték fiiggvényében. A gammaeloszlas egy folytonos valdszintiségi
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5.5. dbra. Szimulalt koltségfiiggvény a telitési kiiszobhoz képest nagy K értékekre

250000
200000
—M=15
—M=20
150000
g — =25
z — ——M=30
100000 L
T M=35
M=40
50000 M=45
M=50
0
0 2000 4000 6000 80D0 10000 12000

K

5.6. abra. Szimulalt koltségfiiggvény a telitési kiiszobhoz képest kis K értékekre (p = 0, 5)

eloszlas két paraméterrel [56]. A két paraméter a (k) alakparaméter és a (f) skalapa-
raméter. A gammaeloszlas valészintiségi strtiségfiiggvénye a kovetkezd képlettel adhatd
meg:
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A megfelel6 eloszlasfiiggvény a kovetkezoképpen adhatd meg:

1 Ox
P(k,0x) = m/o e 2 dz,

A kozelité algoritmust Matlabban implementaltam a gamcdf fiiggvény segitségével [26].

A (k, 0) regressziés médszerrel a legjobban illeszkedd f(x, k, 0) gammaeloszlas megha-
tarozasdhoz a kisérleti koltségfiiggvények nagyon jo kozelitését lehetett elérni. Az 5.8.,
az 5.9. és az 5.10. dbran a kozelité gammaeloszlasfiiggvények haromszoggel vannak jelol-
ve.
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5.8. abra. A normalizalt koltségfiiggvény a normalizélt K értékek fiiggvényében, M=15-
50 p=0,5; k=0,75; § = 0,8
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5.9. abra. A normalizalt koltségfiiggvény és a gamma kozelités a normalizalt K értékek
fiiggvényében, M=8; 9; 10; p=0,5; k=0,75; § = 0,8

5.4. Osszegzés

Az elvégzett elemzésben analitikus és kisérleti uton vizsgaltam a prefix-fa méretfiiggvényét
a bemeneti adatok méret- és értékeloszlasatol valé fiiggésben. A vizsgélati eredmények azt
mutatjak, hogy a szimulacion alapuld kisérletek jo kozelitést adnak az analitikus koltség-
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5.10. dbra. A normalizalt koltségfiiggvény és a gamma kozelités a normalizélt K értékek
fiiggvényében, M=8; 9; 10; p=0,3; k=0,3; 6 = 12

fiiggvényekhez. A kisérleti koltségtiiggvények normalizaldsa utdan megallapitottam, hogy
a normalizalt koltségfiiggvények hatékonyan kozelithetk gammaeloszldssal. A kutatasi
projekt kovetkezo fazisaban az elemzés célja egy hatékony modszer kidolgozéasa a legjob-
ban illeszked6 gammaeloszlds skala- és alakparamétereinek kiszamitasara.

6. tézis: Adott alaphalmazhoz tartozo prefix-fa koltségbecslésére kidolgoztam egy ha-
tékony szimulacion alapul6 kozelito eljarast. Az eljaras bemené adathalmaz alappara-
métereihez (elemszam, listdk szdma, elemek eléfordulasanak valésziniiségei) regresszids
paraméterbecslés mellett meghataroztam a prefix-fa varhato koltségét. Az elvégzett
teszt vizsgalatok alapjian a mdédszer igen pontos (4-5 %-os pontossig) eredményt szol-
galtat egy alacsony szamitasi koltség mellett.

Kapcsolédé publikaciék: [S7], [S20]



6. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban olyan téméakkal foglalkoztam, amelyek valamilyen médon a bizonytalan-
sag kezeléséhez kapcsolodnak. [jj eljardsokat dolgoztam ki, szimuldcidkat terveztem és
implementaltam, valamint ezeken kisérleteket futtattam. Négy fejezetben mutattam be a
kutatasaimat.

Az els6 fejezetben ismertetett kutatds soran, a Fabian Csaba vezette kutatocsoport-
ban, valészinliség maximalizalasi feladat epigraf-kozelito mddszerrel valé megoldasat va-
16sitottuk meg. Ennek egyik részfeladataként a mesterfeladat kezdomegoldasanak megke-
resésére és inicializalasara dolgoztam ki eljarasokat, valamint a modszer 1ényegét képezo
véletlenitett eljaras keretében a pontossag szabalyozasara dolgoztam ki egy médszert. Az
eljarasokat Matlabban implementaltam, és kisérleteket végeztem az eljarasok tesztelésére.

A masodik fejezetben portfélié optimalizalassal, illetve kockazatelemzéssel foglalkoz-
tam. Adatgenerdlas és szimulacié, illetve valds pénziigyi adatok segitségével megmutat-
tam, hogy kopulakkal jél modellezhetok a portféliock VaR és CVaR kockazati mutatéi, de a
kiilonb6zo kopulak kiilonbozé médon befolyasoljak ezeket a mutatdkat. A szimulacidkat R
nyelven implementaltam, és kiilonb6z6 paraméterekkel kisérleteket végeztem. Egy masik
kutatas keretében valos adatokhoz készitettem szcenaridogeneraldsi eljarast és algoritmust,
amely segitségével tobb adatot tudtam szolgdltatni kétféle — skaldzott és skalazatlan —
portfolié optimalizaldsi eljarasnak, ennek segitségéval a portfoliok robusztusabbd valtak.
A Gauss-kopulaval val6 adatgenerdlast megvalosité algoritmust és a szimulaciot végzo
programokat Matlabban implementaltam.

A harmadik részben a hidanyz6 adatok pétlasara kidolgoztam egy specidlis valdszini-
ségekre épiilo gépi tanulasi eljarast. Bemutattam az eljaras részét képezd attribitum
kivalasztashoz hasznalt mddszereket. Az 1j modszert Gsszehasonlitottam ismert madd-
szerekkel, kiilonb6z6 aranyu hianyzasokkal, kiilonbozé adathalmazokon. A mddszerek
Osszehasonlithatosaga érdekében bevezettem két mutatot, az egyiket a pontossag, masi-
kat a végrehajtasi id6 Osszehasonlitasara. Az algoritmust és a szimulaciékat megvaldsito
programot R nyelven implementaltam.

A negyedik részben a prefix-fa alapu tarolas koltségelemzésével foglalkoztam a fa mé-
retére vonatkozdan. Kidolgoztam egy szimulacios eljarast a koltség becslésére, majd az
eredményeket felhasznalva gamma fiiggvénnyel kozelitettem a koltségfiiggvényt. A szimu-
laciot végzo programot és az illesztést Matlabban implementéltam.

104
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1. Tézis:
A valdsziniiség maximalizalasi feladatok megoldasahoz alkalmazott oszlopgeneralas els6
lépéseként kidolgoztam egy eljarast megoldhaté mesterfeladat eloallitasara.

Ezen feliil a mesterfeladatot gy inicializaltam megfelel6 oszlopok hozzavételével,
hogy a megoldé eljaras megfeleloen javito iranyba induljon el.

A megoldénak a mesterfeladat részét és a kisérletekhez a futtato keretrendszert
implementaltam, valamint kisérleteket végeztem kiilonboz6 feladatokon.

Kidolgoztam egy eljarast a Genz-kod szamitasi pontossaganak dinamikus szabalyoza-
sara. Olyan megoldast sikeriilt kidolgozni, amellyel megoldas k6zben a gradiens becslés
nagy valosziniiséggel kello pontossagu lett, és a fiiggvényérték a sziikséges pontossa-
got nem meghaladdéan, de kelléen pontos lett. Az eljaras tesztelésére és a megfelelo
paraméterek megtalalasara kisérleteket végeztem.

A kisérletek eredményeképpen egy gyakorlatban jol hasznalhaté megoldo eljarast
sikeriilt kidolgozni.

Kapcsolédé publikacidk: [S4], [S5], [S8], [S11], [S10], [S12]

2. Tézis:

Szimulaciot terveztem tobbdimenzids eloszlasok modellezési lehetoségeire, kiilonbozo
kopulakat felhasznalva. Targyaltam a Gauss-kopula esetét, és megmutattam, hogy tobb-
féle kapcsolatot tud egyszerre modellezni, tovabba alkalmas aszimmetrikus eloszlasok
modellezésére is, kiilonb6zo farokosszefiiggésekkel. Ezekre a szakirodalomban nem tér-
nek ki. Bemutattam 2- és 3-dimenzids szimulalt kopulak felhasznalasaval ugyanazon
normalis peremek mellett a Student-, Clayton-, Gumbel-, Frank-kopula hatasait, majd
bemutattam, hogy kiilonb6z6 peremek milyen hatast valtanak ki, ami az aszimmetria
és a farokosszefiiggéségeket illeti.

Kapcsolédé publikaciék: [S6], [S2], [S18]

3. Tézis:

Mivel a kockazati mutatok a ritka eseményekhez kotodnek, ezeket farokosszefiiggések
jellemzik. Szimulaciot terveztem és bemutattam a szimulalt adatokon, hogyan befo-
lyasolja az Osszefiiggéseket leir6 kopula a kockazati mutatokat. Az is igazolodott, hogy
a kozel-fiiggetlenség csokkenti a portfolio kockazatat. Valds 3, majd 6 értékpapirbol
allo egyenletes portfolio esetén, kétiranyu kutatast végeztem. Az egyik arra vonat-
kozott, hogy milyen tipusu kopula illeszkedik legjobban az adatokra, a masik pedig a
kockazati mutatokra valo hatasara vonatkozott. A kisérleteket elvégezve arra jutottam,
hogy a sokparaméterii kopulak illeszkednek jobban, vagyis a vine- és a Gauss-kopula.
Ugyanakkor j6 eredményeket hozott a feltételes fiiggetlenségeket tartalmazé (CI) ko-
pula kozelités is, amely sokkal kevesebb paraméterrel rendelkezik, mint a vine-kopula.
A portfoliobdl jol latszanak a Gumbel-, illetve a Clayton-kopula specifikus farokdéssze-
fiiggései. Ramutattam, hogy kis méretii portfolick esetén, a kockazat modellezésében
komoly szerepe van a kopulatipusnak, vagyis az Osszefiiggés modellezésnek, tovabba a
generalt mintanagysagnak is.

Kapcsolédé publikacick: [S6], [S2], [S18]
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4. Tézis:

Portf6lié optimalizalashoz készitettem szcenariogeneralasi eljarast és algoritmust, amely
segitségével tobb adatot tudtam szolgaltatni a két portfolio optimalizalasi eljarasnak.
A szimulacios eljarast Matlabban implementaltam. Az eredmények biztatoak, mivel a
tanulé mintabdl tanult és szimulalt adatok a Gauss-kopula és lognormalis peremelosz-
lasok segitségével elosegitettem az optimalis portfolio megvalasztasat. A skalazott és
skalazatlan esetben is a portf6lié varhatoértéke nott és a szoras csékkent. A kiilonbség
az, hogy a skalazott esetben mintha a hozamot szemlélteté hisztogramot jobbra toltuk
volna, azaz minden egyenletesen jobbra tolodott. A skalazatlan esetben pedig mintha
levagtuk volna a "bal farkat”. Ezért a skalazatlan megoldas olyan befektetoknek jo,
akik félnek az extrém kis valdosziniiséggel elofordulé extrém nagy veszteségtol, mig a
skalazott azoknak jo, akik inkabb az altalanos befektetoi hozzaallasnak felelnek meg.

Kapcsolédé publikaciék: [S1], [S9], [S13], [S14], [S19], [S15], [S16], [S17], [S21]

5. Tézis:

Attributum kivalasztason alapuldé valdszintiségi gépi tanulasi adatpotlasi modszereket
vezettem be. A modszereket diszkrét adatokra fejlesztettem ki, de kategorikus és foly-
tonos adatokra is alkalmazhatoak.

A fejezetben kiilonb6zo adatadatpotlasi modszerek hatékonysagi elemzését mutat-
tam be, az egyszeri adatpotlasi megkozelitésre 6sszpontositva. A bevezetett modszere-
imet 6sszehasonlitottam négy, az R programcsomagokban megvaldsitott médszerrel.

A kiilonb6z6 modszerek kiilonb6z6 adathalmazokon torténé osszehasonlitasa érde-
kében bevezettem két mutatot. Az egyik a pontossagot, a masik a végrehajtasi idot
jellemzi.

A valdsziniiségi gépi tanulas esetében az informaciotartalom-alapu attribatumecsok-
kentési modszereim bizonyultak a legjobbnak, de a hagyomanyos korrelacios egyiitthato-
kon alapulé jellemzovalasztas is hatékony volt. Az idokoltséget tekintve a valosziniiségi
gépi tanulasi médszereim jellemzoen gyorsabbak voltak.

Az elvégzett elemzések és tesztek azt mutatjak, hogy a javasolt adatpotlasi valo-
sziniiségi gépi tanulasi technikak egyértelmiien elonyosebbek a vizsgalt beépitett gépi
tanulasi technikaknal.

Kapcsolédé publikacidk: [S3]

6. Tézis:

Adott alaphalmazhoz tartozo6 prefix-fa koltségbecslésére kidolgoztam egy hatékony szi-
mulacion alapulé kozelito eljarast. Az eljaras bemené adathalmaz alapparamétereihez
(elemszam, listak szdma, elemek el6forduldsidnak valGsziniiségei) regresszids paramé-
terbecslés mellett meghataroztam a prefix-fa varhato koltségét. Az elvégzett teszt
vizsgélatok alapjan a mddszer igen pontos (4-5 %-os pontossig) eredményt szolgaltat
egy alacsony szamitasi koltség mellett.

Kapcsolédé publikaciék: [ST7], [S20]



Summary

The information we have about the environment is often incomplete. This may be due to
incomplete data sets or because of the uncertainty of future events. This is why dealing
with uncertainty is an important task, and our goal is to develop models that allow us to
simulate possible realizations and estimate the probability of different events. This way,
we can obtain information that can help us make the "right” decisions. This motivation
led us to different fields like probability theory, data science, machine learning, stochastic
optimization, and programming. The topics of the present dissertation are related to
uncertainty management. I developed new procedures, designed simulations, and ran
experiments in order to deal with the problem of uncertainty, I also implemented codes
in order to apply them. The research is presented in four chapters.

In the first chapter, I gave an introduction to the probability maximization problem
using an epigraph approximation, a method that was developed and implemented by the
research team led by Csaba Fabidn. As a sub-task of this work, I developed procedures
for finding and initializing the starting solution of the master problem and a method for
controlling the accuracy in the context of the randomized procedure which is the essence
of the method. I implemented the procedures in Matlab and performed experiments to
test the procedures.

In the second chapter, I dealt with portfolio optimization and risk analysis. Using
data generation and simulation and real financial data, I showed how copulas can be
used in modeling and their effects on the VaR and CVaR of portfolios. I showed how
different copulas affect these indicators. I implemented the simulation procedures in R and
performed experiments with different parameters. As further research, I created a scenario
generation procedure and algorithm for real data, which allowed me to provide more input
data to two different — scaled and unscaled — portfolio optimization procedures, with the
help of which the portfolios became more robust. I implemented the Gaussian copula
data generation algorithm and simulation programs in Matlab.

In the third part, I developed a machine learning procedure based on feature selection
to impute the missing data with a value with high probability. I presented methods
used for attribute selection as part of the procedure. Then I compared the new method
with known methods with different missingness rates on different data sets. To make the
methods comparable, I introduced two metrics, one to compare the accuracy and the other
to compare execution time. I implemented the imputation algorithms and the comparison
methods in R.

In the fourth chapter, I dealt with the cost analysis regarding the tree size of prefix-
tree-based storage. I developed a simulation procedure to estimate the cost and then used
the results to approximate the cost function with a gamma function. I implemented the
simulation procedure and the model fitting in Matlab.

107



Irodalomjegyzék

1]

[9]

[10]

[11]

[12]

Kjersti Aas, Claudia Czado, Arnoldo Frigessi, and Henrik Bakken. Pair-copula
constructions of multiple dependence. Insurance: Mathematics and economics,
44(2):182-198, 2009.

Ruzanna Ab Razak and Noriszura Ismail. Portfolio risks of bivariate financial re-
turns using copula-var approach: A case study on malaysia and us stock markets.

Global Journal of Pure and Applied Mathematics, 12(3):1947-1964, 2016.

Andrew Ang and Joseph Chen. Asymmetric correlations of equity portfolios. Journal
of Financial Economics, 63(3):443-494, March 2002.

Philippe Artzner, Freddy Delbaen, Jean-Marc Eber, and David Heath. Coherent
measures of risk. Mathematical finance, 9(3):203-228, 1999.

Philippe Artzner, Freddy Delbaen, Jean-Marc Eber, and David Heath. Coherent
Measures of Risk. Mathematical Finance, 9(3):203-228, July 1999.

S. Awawdeh, H. Faris, and H. Hiary. Evoimputer: An evolutionary approach for
missing data imputation and feature selection in the context of supervised learning.
Knowledge-Based Systems, 236:107734, 2021.

Tim Bedford and Roger M Cooke. Probability density decomposition for conditi-
onally dependent random variables modeled by vines. Annals of Mathematics and
Artificial intelligence, 32:245-268, 2001.

Tim Bedford and Roger M Cooke. Vines-a new graphical model for dependent
random variables. The Annals of Statistics, 30(4):1031-1068, 2002.

Leo Breiman, Jerome H Friedman, Richard A Olshen, and Charles J Stone. Classi-
fication and regression trees. Routledge, 2017.

R Brooks and Arthur Geoffrion. Finding everett’s lagrange multipliers by linear
programming. Operations Research, 14(6):1149-1153, 1966.

Arthur Cayley. A theorem on trees. Quart. J. Math., 23:376-378, 1878.

A. Charnes and W. Cooper. Deterministic equivalents for optimizing and satisficing
under chance constraints. Operations Research, 11:18-39, 1963.

108



IRODALOMJEGYZEK 109

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]
[27]

A. Charnes, W.W. Cooper, and G.H. Symonds. Cost horizons and certainty equiva-
lents: an approach to stochastic programming of heating oil. Management Science,
4:235-263, 1958.

Cedric Chauve, Serge Dulucq, and Olivier Guibert. Enumeration of some labelled
trees. In Formal Power Series and Algebraic Combinatorics: 12 th International
Conference, FPSAC’00, Moscow, Russia, June 2000, Proceedings, pages 146-157.
Springer, 2000.

Christine T Cheng. On computing the distinguishing numbers of trees and forests.
the electronic journal of combinatorics, pages R11-R11, 2006.

Umberto Cherubini, Elisa Luciano, and Walter Vecchiato. Copula Methods in Fi-
nance. John Wiley & Sons, 2004.

C.K. Chow and Cong Liu. Approximating discrete probability distributions with
dependence trees. IEEE Transactions on Information Theory, 14(3):462-467, 1968.

Freddy Delbaen. Coherent risk measures on general probability spaces. Advances in
finance and stochastics: essays in honour of Dieter Sondermann, pages 1-37, 2002.

D. Dentcheva. Optimization models with probabilistic constraints. In G. Calafiore
and F. Dabbene, editors, Probabilistic and Randomized Methods for Design under
Uncertainty, pages 49-97. Springer, 1st edition, 2006.

D. Dentcheva. Optimisation Models with Probabilistic Constraints. Chapter 4 in
[97]. MPS-SIAM series on optimization. STAM and MPS, Philadelphia, 2009.

D. Dentcheva, B. Lai, and A. Ruszczynski. Dual methods for probabilistic optimi-
zation problems. Mathematical Methods of Operations Research, 60:331-346, 2004.

D. Dentcheva and G. Martinez. Regularization methods for optimization problems
with probabilistic constraints. Mathematical Programming, 138:223-251, 2013.

D. Dentcheva, A. Prékopa, and A. Ruszczynski. Concavity and efficient points of
discrete distributions in probabilistic programming. Mathematical Programming,
89:55-77, 2000.

Darinka Dentcheva and Andrzej Ruszczynski. Portfolio optimization with stochastic
dominance constraints. Journal of Banking & Finance, 30(2):433-451, 2006.

Jeffrey Dissmann, Eike C Brechmann, Claudia Czado, and Dorota Kurowicka. Se-
lecting and estimating regular vine copulae and application to financial returns.
Computational Statistics € Data Analysis, 59:52-69, 2013.

MATLAB Documentation. https://www.mathworks.com/help/stats/gamcdf.html.

Dheeru Dua and Casey Graff. UCI Machine Learning Repository.
http://archive.ics.uci.edu/ml, 2017.



IRODALOMJEGYZEK 110

28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[39]

[40]

[41]

J. Elzinga and T.G. Moore. A central cutting plane method for the convex program-
ming problem. Mathematical Programming, 8:134-145, 1975.

Tlamelo Emmanuel, Thabiso Maupong, Dimane Mpoeleng, Thabo Semong, Banyat-
sang Mphago, and Oteng Tabona. A survey on missing data in machine learning.
Journal of Big Data, 8(1):1-37, 2021.

Hugh Everett III. Generalized lagrange multiplier method for solving problems of
optimum allocation of resources. Operations research, 11(3):399-417, 1963.

Csaba I Fabidn, Gautam Mitra, and Diana Roman. Processing second-order stochas-

tic dominance models using cutting-plane representations. Mathematical Program-
ming, 130:33-57, 2011.

Csaba I Fabian, Gautam Mitra, Diana Roman, and Victor Zverovich. An enhanced

model for portfolio choice with ssd criteria: a constructive approach. Quantitative
Finance, 11(10):1525-1534, 2011.

A. Frangioni. Generalized bundle methods. SIAM Journal on Optimization, 13:117—
156, 2002.

Antonio JT Garcia and Eduardo R Hruschka. Naive bayes as an imputation tool
for classification problems. In Fifth International Conference on Hybrid Intelligent
Systems (HIS’05), pages 3—pp. IEEE, 2005.

Christian Genest and Jock MacKay. The Joy of Copulas: Bivariate Distributions
with Uniform Marginals. The American Statistician, 40(4):280-283, 1986. Publisher:
[American Statistical Association, Taylor & Francis, Ltd.].

Christian Genest and R. Jock MacKay. Copules archimédiennes et familles de lois
bidimensionnelles dont les marges sont données. The Canadian Journal of Statistics
/ La Revue Canadienne de Statistique, 14(2):145-159, 1986. Publisher: [Statistical
Society of Canada, Wiley].

A. Genz and F. Bretz. Computation of multivariate normal and t probabilities.
Number 195 in Lecture Notes in Statistics. Springer, Dordrecht, 20009.

Alan Genz. Numerical computation of multivariate normal probabilities. Journal
of computational and graphical statistics, 1(2):141-149, 1992.

Mohadeseh Hamedanian, Mohammad Nadimi, and Mohammad Naderi. An efficient
prefix tree for incremental frequent pattern mining. Int. J. Inf, 3(2), 2013.

Frank E Harrell Jr and Maintainer Frank E Harrell Jr. Package ‘hmisc’. CRAN2018,
2019:235-236, 2019.

R. Henrion. Introduction to chance-constrained programming. Technical report,
Tutorial paper for the Stochastic Programming Community Home Page, 2004. [On-
line] http://www.wias-berlin.de/people /henrion/ccp.ps.



IRODALOMJEGYZEK 111

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]
[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

R. Henrion and A. Méller. Optimization of a continuous distillation process under
random inflow rate. Computer €& Mathematics with Applications, 45:247-262, 2003.

R. Henrion and C. Strugarek. Convexity of chance constraints with independent
random variables. Computational Optimization and Applications, 41:263-276, 2008.

R. Henrion and C. Strugarek. Convexity of Chance Constraints with Dependent
Random Variables: the use of Copulae. (Chapter 17 in [?]). Springer New York,
2011,

Ling Hu. Dependence patterns across financial markets: a mixed copula approach.
Applied Financial Economics, 16(10):717-729, June 2006.

Harry Joe. Multivariate models and dependence concepts. Monographs on Statistics
and Applied Probability, (73), 1997.

Kaggle. https://www.kaggle.com.

P. Kall and J. Mayer. Stochastic Linear Programming: Models, Theory, and Comp-
utation. Springer’s International Series in Operations Research and Management
Science. Kluwer Academic Publishers, 2005.

Edith Kovacs and Taméas Szantai. On the connection between cherry-tree copulas
and truncated r-vine copulas. Kybernetika, 53(3):437-460, 2017.

Edith Alice Kovacs. Specidlis tobbvaltozos eloszlasok modellezése kopulak segit-
ségével. Tudomdnyos Kozlemények (Altaldnos Villalkozdsi Féiskola), 13:105-114,
2005.

Edith Alice Kovacs. Valdszintliségi valtozok egyiittes eloszlasanak, illetve Ossze-
fiiggésének jellemzése kopuldk segitségével. Tudomdnyos Kézlemények (Altaldnos
Villalkozdsi Fdiskola), 12:137-151, 2005.

Edith Alice Kovacs. Kopulafiiggvény egyes sztochasztikus programozasi feladatok
megoldasaban. Tudomdnyos Kézlemények (Altalanos Villalkozdsi Féiskola), 14-
15:177-186, 2006.

Edith Alice Kovacs. Kapcsolatok az informéacidelmélet tiikrében: sztochasztikus
kapcsolatok elemzése entrépiaval, kopuldk segitségével. Tudomdnyos Kdézlemények
(Altaldnos Villalkozdsi Féiskola), 17:143-151, 2007.

Alexandra Kiinzi-Bay and Janos Mayer. Computational aspects of minimizing con-
ditional value-at-risk. Computational Management Science, 3(1):3-27, 2006.

Dorota Kurowicka and Roger M Cooke. Uncertainty analysis with high dimensional
dependence modelling. John Wiley & Sons, 2006.

Kenneth Lange, J Chambers, and W Eddy. Numerical analysis for statisticians,
volume 1. Springer, 2010.



IRODALOMJEGYZEK 112

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

Serena G Liao, Yan Lin, Dongwan D Kang, Divay Chandra, Jessica Bon, Naftali
Kaminski, Frank C Sciurba, and George C Tseng. Missing value imputation in
high-dimensional phenomic data: imputable or not, and how? BMC bioinformatics,
15(1):1-12, 2014.

Roderick JA Little and Donald B Rubin. Statistical analysis with missing data,
volume 793. John Wiley & Sons, 2019.

C.H. Liu and et al. The feature selection effect on missing value imputation of
medical datasets. Applied Sciences, 10.7:2344, 2020.

D.G. Luenberger and Y. Ye. Linear and Nonlinear Programming. International
Series in Operations Research and Management Science. Springer, 2008.

Jan-Frederik Mai and Matthias Scherer. Simulating Copulas: Stochastic Models,
Sampling Algorithms, and Applications, volume 06 of Series in Quantitative Fi-
nance. WORLD SCIENTIFIC, 2 edition, August 2017.

Harry Markowitz. Portfolio Selection. The Journal of Finance, 7(1):77-91, 1952.
Publisher: [American Finance Association, Wiley].

J. Mayer. Stochastic Linear Programming Algorithms: A Comparison Based on a
Model Management System. Gordon and Breach Science Publishers, 1998.

J. Mayer. On the Numerical solution of jointly chance constrained problems. Chapter
12 in [110]. Springer, 1st edition, 2000.

B.L. Miller and H.M. Wagner. Chance constrained programming with joint const-
raints. Operations Research, 13:930-945, 1965.

Panna Miskolczi. Note on simple and logarithmic return. Applied Studies in Agri-
business and Commerce, 11(1-2):127-136, June 2017.

Panna Miskolczi. Comparison of Risk Calculation Based on Historical Simulation
and the Copula Function. Public Finance Quarterly, 63(1):80-95, 2018. Publisher:
State Audit Office of Hungary.

D.R. Morgan, J.W. Eheart, and A.J. Valocchi. Aquifer remediation design under
uncertainty using a new chance constraint programming technique. Water Resources
Research, 29:551-561, 1993.

Saba Naz, Muhammad Ahsanuddin, Syed Inayatullah, Tanveer Ahmed Siddiqi, and
Muhammad Imtiaz. Copula-Based Bivariate Flood Risk Assessment on Tarbela
Dam, Pakistan. Hydrology, 6(3):79, August 2019.

Roger B. Nelsen. An Introduction to Copulas. Springer Series in Statistics. Springer-
Verlag, New York, 2 edition, 2006.

H. Peng, F. Long, and C. Ding. Feature selection based on mutual information cri-
teria of max-dependency, max-relevance, and min-redundancy. IEEE Transactions
on pattern analysis and machine intelligence, 27(8):1226-1238, 2005.



IRODALOMJEGYZEK 113

[72]

[77]

78]
[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

Georg Ch. Pflug. Some Remarks on the Value-at-Risk and the Conditional Value-
at-Risk. In Stanislav P. Uryasev, editor, Probabilistic Constrained Optimization:

Methodology and Applications, Nonconvex Optimization and Its Applications, pages
272-281. Springer US, Boston, MA, 2000.

Andras Prékopa. On the probability distribution of the optimum of a random linear
program. SIAM Journal on Control, 4(1):211-222, 1966.

A. Prékopa. On probabilistic constrained programming. In H.W. Kuhn, editor,
Proceedings of the Princeton Symposium on Mathematical Programming, pages 113—
138. Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1970.

A. Prékopa. Logarithmic concave measures with applications to stochastic program-
ming. Acta Scientiarium Mathematicarum (Szeged), 32:301-316, 1971.

A. Prékopa. Contributions to the theory of stochastic programming. Mathematical
Programming, 4:202-221, 1973.

A. Prékopa. On logarithmic concave measures and functions. Acta Scientiarium
Mathematicarum (Szeged), 34:335-343, 1973.

A. Prékopa. Stochastic Programming. Akadémiai Kiado, Budapest, 1995.

A. Prékopa. Probabilistic programming. In [93] (Chapter 5). Elsevier, Amsterdam,
2003.

A. Prékopa. On the relationship between probabilistic constrained, disjunctive and
multiobjective programming. Technical Report 7-2007, Rutgers Center for Ope-
rations Research, Rutgers University, Piscataway, NJ, 2007. (RUTCOR Research
Report).

A. Prékopa, S. Ganczer, I. Dedk, and K. Patyi. The STABIL stochastic program-
ming model and its experimental application to the electrical energy sector of the

Hungarian economy. In M.A.H. Dempster, editor, Stochastic Programming, pages
369-385. Academic Press, London, 1980.

A. Prékopa and T. Szantai. Flood control reservoir system design using stochastic
programming. Math. Programming Study, 9:138-151, 1978.

A. Prékopa and T. Szantai. A new multivariate gamma distribution and its fitting
to empirical streamflow data. Water Resources Research, 14:19-24, 1978.

A. Prékopa and T. Szantai. On optimal regulation of a storage level with application
to the water level regulation of a lake. Furopean Journal of Operations Research,
3:175-189, 1979.

A. Prékopa, B. Vizvari, and T. Badics. Programming under probabilistic constraint
with discrete random variable. In F. Giannesi, T. Rapcsdk, and S. Komlési, edi-
tors, New Trends in Mathematical Programming, pages 235-255. Kluwer, Dordrecht,
1998.



IRODALOMJEGYZEK 114

[36]

[87]

[33]
[89]

[90]

[91]

[92]

Andréas Prékopa. Dual method for the solution of a one-stage stochastic program-
ming problem with random rhs obeying a discrete probability distribution. Zeitsch-
rift fir Operations Research, 34(6):441-461, 1990.

U. Pujianto, A. P. Wibawa, and M. I. Akbar. K-nearest neighbor (k-nn) based
missing data imputation. Conference on Science in Information Technology (ICSI-
Tech), pages 83-88, 2020.

Rapidminer. https://rapidminer.com/.

R. Tyrrell Rockafellar and Stanislav Uryasev. Optimization of conditional value-at-
risk. The Journal of Risk, 2(3):21-41, 2000.

R Tyrrell Rockafellar and Stanislav Uryasev. Conditional value-at-risk for general
loss distributions. Journal of banking & finance, 26(7):1443-1471, 2002.

Diana Roman, Ken Darby-Dowman, and Gautam Mitra. Portfolio construction bas-
ed on stochastic dominance and target return distributions. Mathematical Program-
ming, 108:541-569, 2006.

Donald B Rubin. The calculation of posterior distributions by data augmentation:
Comment: A noniterative sampling/importance resampling alternative to the data
augmentation algorithm for creating a few imputations when fractions of missing

information are modest: The sir algorithm. Journal of the American Statistical
Association, 82(398):543-546, 1987.

A. Ruszezynski and A. Shapiro. Stochastic Programming, volume 10 of Handbooks
in Operations Research and Management Science. Elsevier, Amsterdam, 2003.

Felix Salmon. Recipe for disaster: The formula that killed wall street. Wired
Magazine, 17(3):17-03, 2009.

Manar D. Samad, Sakib Abrar, and Norou Diawara. Missing value estimation using
clustering and deep learning within multiple imputation framework. Knowledge-
Based Systems, 249:108968, 2022.

Joseph L Schafer and John W Graham. Missing data: our view of the state of the
art. Psychological methods, 7(2):147, 2002.

A. Shapiro, D. Dentcheva, and A. Ruszczynski. Lectures on Stochastic Programming.
Modeling and Theory, volume 9 of MPS-SIAM series on optimization. SIAM and
MPS, Philadelphia, 2009.

Abe Sklar. Random variables, joint distribution functions, and copulas. Kybernetika,
9(6):449-460, 1973. Publisher: Institute of Information Theory and Automation AS
CR.

M Sklar. Fonctions de repartition an dimensions et leurs marges. Publ. inst. statist.
unw. Paris, 8:229-231, 1959.



IRODALOMJEGYZEK 115

[100]

[101]

[102]

103]

[104]

[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

Daniel J Stekhoven and Peter Bithlmann. Missforest—non-parametric missing value
imputation for mixed-type data. Bioinformatics, 28(1):112-118, 2012,

Giorgio Szego. Measures of risk. Furopean Journal of Operational Research,
163(1):5-19, May 2005.

Giorgio Szegd. Kockazat és szabdlyozds. Hitelintézeti Szemle, 3(2):1-31, 2004.

T. Szantai. Numerical evaluation of probabilities concerning multi-dimensional pro-
bability distributions. PhD thesis, Hungarian Academy of Sciences, 1985.

T. Szantai. A computer code for solution of probabilistic-constrained stochastic
programming problems. In Y.M. Ermoliev and R.J.-B. Wets, editors, Numeri-
cal Techniques for Stochastic Optimization, pages 229-235. Springer-Verlag, Berlin,
1988.

D.M. Topkis and A.F. Veinott. On the convergence of some feasible direction algo-
rithms for nonlinear programming. SIAM Journal on Control, 5(2):268-279, 1967.

Chih-Fong Tsai and Ya-Han Hu. Empirical comparison of supervised learning

techniques for missing value imputation. Knowledge and Information Systems,
64(4):1047-1075, 2022.

S. Uryas’ev. Derivatives of probability functions and integrals over sets given by
inequalities. Journal of Computational and Applied Mathematics, 56(1-2):197-223,
1994.

S. Uryas’ev. Derivatives of probability functions and some applications. Annals of
Operations Research, 56:287-311, 1995.

Stanislav Uryasev and R. Tyrrell Rockafellar. Conditional Value-at-Risk: Optimi-
zation Approach. In Panos M. Pardalos, Donald Hearn, Stanislav Uryasev, and
Panos M. Pardalos, editors, Stochastic Optimization: Algorithms and Applications,
volume 54, pages 411-435. Springer US, Boston, MA, 2001. Series Title: Applied
Optimization.

S. Uryas’ev (ed). Probabilistic Constrained Optimization: Methodology and Appli-
cations. Kluwer Academic Publishers, 2000.

W. van Ackooij. Decomposition approaches for block-structured chance-constrained
programs with application to hydro-thermal unit commitment. Mathematical Met-
hods of Operations Research, 80:227-253, 2014.

W. van Ackooij. Eventual convexity of chance constrained feasible sets. Optimization
(A Journal of Math. Programming and Operations Research), 64:1263-1284, 2015.

W. van Ackooij, V. Berge, W. de Oliveira, and C. Sagastizabal. Probabilistic op-
timization via approximate p-efficient points and bundle methods. Computers &
Operations Research, 77:177-193, 2017.



IRODALOMJEGYZEK 116

[114]

[115]

[116]

[117]

118

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

W. van Ackooij and W. de Oliveira. Level bundle methods for constrained convex
optimization with various oracles. Computation Optimization and Applications,

57(3):555-597, 2014.

W. van Ackooij and R. Henrion. (sub-)gradient formulae for probability functions
of random inequality systems under gaussian distribution. SIAM/ASA Journal on
Uncertainty Quantification, 5(1):63-87, 2017.

W. van Ackooij, R. Henrion, A. Moller, and R. Zorgati. Joint chance constra-
ined programming for hydro reservoir management. Optimization and Engineering,
15:509-531, 2014.

C. van de Panne and W. Popp. Minimum-cost cattle feed under probabilistic protein
constraints. Managment Science, 9:405—430, 1963.

Jozsef VARGA. Kopuldk alkalmazdsa a pénziigyi kockdzat menedzsmentben-
matematikai alapok. SZIGMA Matematikai-kizgazdasdgi folydirat, 35(3-4):91-106,
2004.

A F. Veinott. The supporting hyperplane method for unimodal programming. Ope-
rations Research, 15:147-152, 1967.

Zs J Viharos, Laszlo Monostori, and T Vincze. Training and application of artificial
neural networks with incomplete data. In International Conference on Industrial,
Engineering and Other Applications of Applied Intelligent Systems, pages 649-659.
Springer, 2002.

B. Vizvari. The integer programming background of a stochastic integer program-
ming algorithm of Dentcheva-Prékopa-Ruszczynski. Optimization Methods and Soft-
ware, 17:543-559, 2002.

Evert Wipplinger. Philippe Jorion: Value at Risk — The New Benchmark for Ma-
naging Financial Risk: 3rd Edition, ISBN 0-07-146495-6, McGraw—Hill, 2007, 602
pages, approx. 120 CHF (hardcover). Financial Markets and Portfolio Management,
21(3):397-398, September 2007.

Madan Lal Yadav and Basav Roychoudhury. Handling missing values: A study of
popular imputation packages in r. Knowledge-Based Systems, 160:104-118, 2018.

Chen Ye, Hongzhi Wang, Wenbo Lu, and Jianzhong Li. Effective bayesian-network-
based missing value imputation enhanced by crowdsourcing. Knowledge-Based Sys-
tems, 190:105199, 2020.

Shushang Zhu and Masao Fukushima. Worst-Case Conditional Value-at-Risk with

Application to Robust Portfolio Management. Operations Research, 57(5):1155-
1168, 2009. Publisher: INFORMS.

G. Zoutendijk. Methods of Feasible Directions: A Study in Linear and Non-Linear
Programming. Elsevier Publishing Co., Amsterdam, 1960.



Sajat publikaciok

[ 1. Konyvfejezet]

[angolul |

[S1] C.I. Fabian, G. Mitra, D. Roman, V. Zverovich, T. Vajnai, E. Csizmés, O. Papp.
Portfolio choice models based on Second-order Stochastic Dominance measures: An
overview and a computational study. In: M. Bertocchi, G.Consigli, M.A. H. Dem-
pster (szerk.). Stochastic Optimization Methods in Finance and Energy: New Fi-
nancial Products and Energy Market Strategies. New York (NY), Amerikai Egyesiilt
Allamok: Springer-Verlag London Ltd, pp. 441-469., 2011. DOI: 10.1007/978-1-
4419-9586-5_18 SCOPUS Fiiggetlen idézo: 6

[ magyarul]

[S2] Csizmas Edit, Kovacs Edith: Kopuldk a kockdzatszamitdsban. In: Johanyédk Zsolt
Csaba, Kovacs Lérant, Pasztor Attila, Ferenczy Tibor, Weltsch Zoltan, Téth Akos,
Dobjanné Antal Elvira (szerk.). Kutatds és innovdcio 2021 : GAMF Kodzlemények
tanulmadnykdatete. Kecskemét, Magyarorszag. pp. 383-388. 2021.

[2. Folyéirat cikk ]

[angolul)

[S3] Edit Csizmas, Edith Alice Kovacs, Lészlé Kovacs. Data Imputation Methods based
on feature selection. Under Review, in: Knowledge-Based Systems, 2023.

[S4] C.I. Fabidn, E. Csizmas, R. Drenyovszki, T. Vajnai, L. Kovédcs and T. Széantai.
A randomized method for handling a difficult function in a convex optimization
problem, motivated by probabilistic programming. Annals of Operations Research,
To appear in S.I.: Stochastic Modeling and Optimization, in memory of Andras
Prékopa (editors: E. Boros, M. Katehakis, A. Ruszczyniski). pp. 1-32. 2019. DOL:
10.1007/s10479-019-03143-z. SCOPUS Q1 IF=4.820 Fiiggetlen idézo: 2

[S5] Csaba I Fébian, Edit Csizmds, Rajmund Drenyovszki, Wim van Ackooij, Ti-
bor Vajnai, Loérant Kovacs and Tamds Szantai. Probability maximization by

117



SAJAT PUBLIKACIOK 118

inner approximation. Acta Polytechnica Hungarica, 15(1):105-125, 2018. DOLI:
10.12700/APH.15.1.2018.1.7 SCOPUS Q2 IF=1,711 Fiiggetlen idéz6: 5

[angolul hazai]

[S6] Edit Csizmas, Edith Kovécs. The effect of the dependence structure on risk mea-
sures. GRADUS 8 : 3 pp. 157-171. 2021. DOI: 10.47833/2021.3.CSC.004

[S7] Csizmés Edit, Kovécs Léaszlé. Cost analysis of the prefix tree data structure. PRO-
DUCTION SYSTEMS AND INFORMATION ENGINEERING. 8 pp. 39-49. 2019.
DOI: 10.32968/psaie.2019.003

[magyarul]

[S8] Edit Csizmés, Rajmund Drenyovszki, Tibor Vajnai, Lérant Kovacs and Csaba Fé-
bidn. Valészinliség maximalizalas. GRADUS, 5(1):128-133, 2018.

[S9] Vajnai Tibor, Csizmés Edit, Fabian Csaba. Véletlen vektorparaméterek szimulaci-
6ja. A GAMF KOZLEMENYEI 23, pp. 131-140. 2009.

[3. Konferencia |

[angolul]

[S10] Rajmund Drenyovszki, Edit Csizmds, Csaba Fabian, Lorant Kovacs, Tamas Szan-
tai. A probabilistic formulation of a demand-side management problem, and its
solution with a randomized scheme. VOCAL Optimization Conference : Advanced
Algorithms. Budapest, 2022. majus 25-27., El6adés

[S11] E. Csizmés, T. Vajnai, C.I. Fdbian. Experiments with randomized method for pro-
bability maximization. In: Bojan, Lali¢ (szerk.) Proceedings of TEAM 2018 : 9th
International Scientific and Expert Conference: 10-12th October 2018, pp. 237-240.
2018.

[S12] Fabidn Csaba, Csizmés Edit, Drenyovszki Rajmund, Vajnai Tibor, Kovécs Lérant,
Szantai Tamas. A randomized method for probabilistic problems. AGTEDU 2018.
Kecskemét : 2018. november 15., Eldadas

[S13] Csaba Fabian, Edit Csizmas, Tibor Vajnai. Modeling uncertainty for stochastic
optimisation. In: Andrea Adédmné Major, Lorant Kovacs, Zsolt Csaba Johanyék,
Rébert Pap-Szigeti (szerk.): Proceedings of TEAM 2014 : 6th International Sci-
entific and Expert Conference of the International TEAM Society. Kecskemét, pp.
174-178. 2014.



SAJAT PUBLIKACIOK 119

[S14]

S15]

S16]

[517]

Tibor Vajnai, Olga Papp, Edit Csizmés, Csaba I. Fabian. Using scenario generation
for decision making under uncertainty. In: Dominika Lehocka, Jan Cérach, Lucia
Knapcikové, Sergej Hloch (szerk.): Proceedings of the 5th International Scientific
and Ezpert Conference of the International TEAM Society : (Technique, Education,
Agriculture €4 Management). Presov, Szlovékia : International TEAM Society Press,
pp. 150-153. 2013.

O. Papp, E. Csizmas, T. Vajnai, C.I. Fabian, G. Mitra, D. Roman, V. Zverovich.
A comparison of copula-based scenario generation methods. In: L. Suhl, G. Mitra,
C. Lucas, A. Koberstein, L. Beckmann (szerk.). Applied Mathematical Optimization
and Modelling : Extended Abstracts of the APMOD 2012 Conference. Paderborn,
Németorszag : Universitit-Gesamthochschule Padernborn, pp. 89-94. 2012.

Olga Papp, Edit Csizmas, Csaba I. Fabian, Tibor Vajnai. A comparison of scenario
generation methods with risk-averse decisions. In: Marija Zivi¢, Tomislav Galeta
(szerk.). TEAM 2012 : Proceedings of the 4th International Scientific and Expert
Conference : Mechanical Engineering Faculty. pp. 223-226. 2012.

Csaba Fabian, Tibor Vajnai, Gautam Mitra, Diana Roman, Olga Papp, Edit Csiz-
mas. A computational study on the utility of scenario generation methods in port-

folio optimisation. Veszprém Optimization Conference : Advanced Algorithms VO-
CAL 2010. Veszprém, 2010., Elcadas

[magyarul]

[S18]

S19]

520]

[S21]

Csizmas Edit, Kovacs Edith. A hozamok 6sszefiiggésének hatasa a kockazati muta-
tékra. In: Sziklai R. Baldzs (szerk.) XXXIV. Magyar Operdcidkutatdsi Konferencia:
Absztraktok konyve. Budapest, Magyarorszag : Gazdasagmodellezési Tarsasag. pp.
44. 2021., Eloadas

Csizmas Edit, Vajnai Tibor. Kopula fiiggvények hasznalata véletlenek szimuldla-
sara. In: Dobjdnné Antal Elvira, Nagy Péter (szerk.). Matematikdt, Fizikdt és
Informatikat Oktatok 42. Orszigos Konferenciaja MAFIOK 2018 : Konferencia
absztraktok Kecskemét, Magyarorszag. pp. 26. 2018., Eloadas

Csizmas Edit, Kovacs Lészlé. Prefix-fa felépités koltségelemzése Monte-Carlo szi-
mulaciéval. In: Kovédcs Laszld, Piller Imre (szerk.). Doktoranduszok Féruma 2016 :
Gépészmérndki és Informatikar Kar szekciokiadvdnya. Miskolci Egyetem, pp. 37-42.
2017.

Papp Olga, Csizmas Edit, Fabian Csaba, Vajnai Tibor. Kisérletek szcenérié genera-
lasi eljarasokkal. In: Ferencz, Arpéd; Borsné, Pet6 Judit; Lipocziné, Csabai Sarolta;
Kovécs, Lérant (szerk.) AGTEDU 2011 : a Magyar Tudomany Unnepe alkalmahbdl
rendezett 12. tudomanyos konferencia pp. 369-374. 2011.



