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TEMAVEZETOI AJANLAS

Hricz6 Krisztidn: "Newtoni és nem-newtoni folyadékok hatarréteg
problémainak numerikus és analitikus vizsgalata sikfeliileten" cimti
PhD értekezéséhez

Hriczo Krisztidan 2010-ben kezdte el vizsgalni a folyadékmechanika néhany
jellegzetes feladatabol szarmaztatott nemlinearis differencialegyenletek nume-
rikus és analitikus megoldasait, nevezetesen a perem- illetve a kezdetiérték
problémak megoldésait és a kozelité megoldasok elGallitasat. A 2010 és 2014
kozotti idészakban, ebben a témakorben végzett kutatasairél 6 folyoirat cikk
jelent meg; konferencidkon tartott el6adasai alapjan pedig 14 dolgozat kon-
ferencia kiadvanyban keriilt publikalasra. A folyodiratcikkek koziil 2 magyar
és 3 nemzetkozi a SCOPUS adatbazisban nyilvantartott folyoiratban jelent
meg; a dolgozatok koziil ketts impakt faktorral rendelkezé folyoiratban keriilt
kozlésre; az impakt faktorok Gsszege: 1,8. A folyodiratcikkekre eddig 3, illetve
konferenciakozleményre 1 fiiggetlen kiilfoldi hivatkozas ismert.
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porozus kozeghbe helyezett siklap mentén, amelyek koziil az utobbi harom
esetben a hasonlésagi modszert alkalmazza a numerikus megoldasok elGalli-
tasdhoz. A matematikai modellben szereplé paraméterek hatasat elemzi a
dimenzidémentes sebesség és hémérséklet eloszlasokra.
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1. BEVEZETES

Az értekezésben néhany olyan peremértékfeladat numerikus és analitikus meg-
oldasanak meghatérozasat mutatom be, amelyek matematikai modelljei nem-
newtoni folyadékok hatarréteg aramlasat irjak le kiillonbo6z6 fizikai alkalma-
zasokban.

A folyadékmechanika alapjait Archimedes fektette le az idGszamitasunk
elstti 3. évszazadban. Ot kovetGen az idGszamitasunk szerinti 15. évszazad-
ban Leonardo da Vinci, majd a 17. évszazadban Isaac Newton folytatta a
folyadékok dinamikai és statikai tulajdonsdgainak kvantitativ vizsgalatat, aki
kisérleti eredményeit a Philosophise Naturalis Principia Mathematica cimti
konyvének mésodik kotetében foglalta 6ssze. Ezen eredményekre alapozva
végzett kutatasokat Daniel Bernoulli, Jean le Rond d’Alembert és Leonard
Euler a 18. szazadban. A folyadékdramlas matematikai modellje az Gn. Euler
egyenlet, amely a nyomas és sebesség fiiggvényében adja meg az dramlast. A
19. szazadban Claude-Louis Navier és George Stokes irtak fel a viszkozus
folyadék aramlasanak matematikai modelljét nemlineéris parcialis differen-
cidlegyenletekkel, amelyekhez altalanos esetben nem adhaté meg analitikus
megoldéas. Ludwig Prandt]l 1905-ben a Navier-Stokes egyenletekre egy egysze-
risitést javasolt, az tn. hatarréteg egyenleteket, ezzel megalapozva a hatéarré-
teg aramlés elméletét. Heinrich Blasius publikilta 1908-ban vizszintes siklap
folotti hatarréteg aramlas megoldasat hasonlosagi modszerrel [12]. A téma
egyik legismertebb konyve newtoni folyadékokra a Hermann Schlichting altal
irt "Boundary-Layer Theory" c. konyv. Részletesebb torténeti attekintést
Anderson [4] cikkében olvashatunk.

A 20. szazad elején megalapozott hatarréteg aramlas révid id§ alatt nép-
szertivé valt a kutatok korében, mivel a természetben szamtalan aramlési
jelenség figyelhetd meg, melyek megértése kardinalis jelentGségii a technikai
elérehaladas tekintetében. Az tirkutatas, elektronika, telekommunikécio, szal-
litmanyozas és egyébb teriiletek fejlddése robbanaszert véltozast idézett el
az alapanyagok elGalltasi és felhasznalasi folyamatainak modernizaciojaban.
Ennek koszonhetGen az utobbi két évtizedben jo néhany alapanyag keriilt
a felhasznélok és kutatok érdeklédésének kozéppontjaba, amelyek koziil je-
lent&sebbek a félvezets- és optikai anyagok, bioanyagok, keramidk, speciélis
polimerek és kiilonleges otvozetek. A kidolgozott 0j megkozelités célja az
egyedi anyagtulajdonsagok elérése, a termékek mindségének javitasa a gyar-
tasi koltségek csokkentése mellett. Napjainkban a specidlis anyagok iranti
kereslet novekedése sziikségessé teszi az alapanyag elGallitas és felhasznélas fo-
lyamatos kutatasdt. Megannyi anyagfeldolgozési eljaras sorén figyelheté meg
folyadékaramlas, amely kulcsfontossagi a végtermék mindségének és egyéb
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1. BEVEZETES

jellemzdinek meghatarozasanal, illetve az elGallitasi mtiveletek iranyitasanak
és optimalizalasanak szempontjabol. Mas széval a folyadékmechanika és azon
beliil a folyadékaramlés rendkiviil fontos szerepet jatszik az anyagfeldolgozasi
eljarésok széles korében, tgy mint kristalyképzés, ontés, frécesontés, hegesz-
tés, forrasztas, mianyagok, élelmiszerek és egyéb polimer anyagok extrudéa-
lasa, optikai szalak, illetve kompozit anyagok gyartasa. Kristalyképzés soran
az olvadt anyagban kialakul6 aramlés erésen hatassal van a keletkezd kristaly
minGségére, ezaltal a kristalybol gyartott félvezets szerkezetére is kihat. Ezért
sziikséges az dramlasi folyamat megértése és minél pontosabb feltérképezése,
amely lehet&séget ad a nem kivant hatasok ellendrzésére és kikiiszobolésére.
Hasonloképpen a feliileti fesziiltség hatasara alakul ki aramlas hegesztés és
forrasztas soran az olvadt fémben, ahol a kotés kialakulasat befolyasolja az
aramlas. Mig optikai szal gyartasanal a keletkez6 szél profiljara az olvadt
iiveg viszkozus dramlasa és a gravitacidé van hatéassal.

Yogesh Jaluria [41] tanulmanyaban részletesen ismertet néhany ilyen fo-
lyamatot (optikai szél gyartasa, kristalyképzés félvezetsk elGallitasahoz, 6n-
tés, vékony film gyartasa, polimerek készitése) és kiemeli a folyadékmechanika
teriiletén kifejlesztett technikak és eredmények gyakorlati alkalmazhatosagat.

Kutatomunkam soran az alabbi harom laminaris aramlési jelenséghez tar-
toz6 matematikai modell vizsgéalatat jeloltem meg célként:

Nem-newtoni dramldsok:

Fontos szerepet jatszanak azok a folyamatok, amelyekben a folyadék viszko-
zitdsa az aramlas nyirasi sebességétsl fiigg, kiillonosen a miianyagok és egyéb
polimer anyagok feldolgozasa soran (pl. az extrudalas vagy a froccsontés). A
nem-newtoni viselkedés jelentGsen neheziti az aramlas leirésat.

Feliileti fesziiltség dltal indukdlt dramlds:

Hegesztés és forrasztas soran az olvadt fém aramlasat tobbnyire a feliileti fe-
sziiltség befolyasolja. Mikrogravitacios koriilmények kozott (példaul tralkal-
mazasokban) kiilonosen dominanssé valik a feliileti fesziiltség olyan folyama-
toknal, mint a kristaly novekedés és szilardulas, amikor a felhajtoers csokken.
Ezen koriilmények kozott meghatarozé az in. Marangoni-hatéas, amit a ho-
meérséklet és/vagy koncentréacié valtozéssal jaro feliileti fesziiltségvaltozas idéz
eld.

Folyadékdaramlds bevono eljdrdsokban.:

Korroziv kérnyezetben alkalmazott feliiletek ellenélld képességét bevonassal
novelik. Az optikai szélakat polimer bevonat erdsiti. Az anyagok széles skala-
jat alkalmazzak bevonatok készitésére, a mtianyagoktol a fémekig. A bevonat
vastagsagat és annak minéségét - kiilonosen a benne maradt buborékokat és
egyéb anyaghibakat - a bevonatolds kozben felléps aramlés hatarozza meg.
Elengedhetetlen a folyamatban résztvevs alapvetd aramlasi mechanizmusok
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1. BEVEZETES

megértése, amely lehetdséget ad a bevonat tulajdonsigainak javitasara. A
feladat magaban foglalja a bevonand¢ felszin mindkét oldalan végbemené fo-
lyadékaramlast.

Az értekezés célja a fent emlitett aramlasi jelenségekhez tartozo négy ma-
tematikai modell felirdsa és ezek megoldésainak vizsgélata. A hatarréteg
aramlast mint peremérték feladatot minden esetben parciélis differenciale-
gyenlet-rendszerrel irjuk ol a hozza tartozo peremfeltételekkel. Az egyenlet-
rendszert hasonlosagi transzformacio alkalmazasaval visszavezetjiik kozonsé-
ges differencidlegyenlet-rendszerre, melynek keressiik numerikus, illetve ana-
litikus megoldésait.

Az értekezés megirasa soran torekedtem a szakirodalomban hasznalt je-
16lések megtartasara, ezért fejezetenként elkészitettem a jelolések, illetve a
gbrog szimbolumok listajat, ahol egyértelmiien megjeldltem, hogy az adott
fejezetben az adott szimbolummal mit jeloliink.

Ertekezésem méasodik fejezetében dmlesztett anyagok szallitoszalagon tor-
ténd szallitasat elemzem. Ebben az esetben az 6mlesztett anyagok vizszintes,
lejts- vagy emelkeddiranyban torténd széllitdsakor az anyagban kialakuloé se-
bességeloszlast vizsgaljak (1. Benedetto, Caglioti és Pulvirenti 1999 [10], An-
cey 2003 [3]). A folyamatot hatarréteg aramlassal modellezem nem-newtoni
kozegre. A folytonossagi és a mozgasegyenletekhez peremfeltételek jarulnak
a mozgd siklap mentén, illetve a szallitott anyag feliiletén. A sebességelosz-
last kiilonboz6 mért anyagjellemzdk, szallitoszalag sebességek és lejtGszogek
esetén vizsgalom.

A harmadik fejezetben az un. Marangoni-hatas matematikai modell-
jét vizsgalom, ahol a hatérréteg aramlast a folyadék feliiletén kialakulo fe-
sziiltségvaltozas idézi el (pl. Napolitano 1979 [52], Arafune és Hirata 1998
[5], Christopher és Wang 2001(26]). Ennek jelentés szerepe van kiilénbo-
z6 gyakorlati feladatok sorédn, mint példaul a kenéselméletben, a bevona-
tok készitésében és a habok szaradasaban. A felirt modell egy csatolt par-
cidlis differencidlegyenlet-rendszer. Az egyenletek és a hozzajuk jarulo pe-
remfeltételek anyagjellemzs paramétereket is tartalmaznak. Vizsgélataim so-
ran a felirt parcialis differencidlegyenlet-rendszert alkalmasan megvélasztott
hasonlésagi transzformacioval visszavezetem kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerré. A peremfeltételek megfelel§ atalakitasa utan a feladathoz expo-
nencialis sor alakt megoldast allitok el§ és vizsgélom azoknak a paraméterek-
t6l valo fiiggését.

A negyedik fejezetben vizszintes siklap mentén kialakulé konvektiv hatér-
réteg aramlas modelljével foglalkozom nem-newtoni kozegre. Napjainkban
szamos dolgozat jelent meg newtoni folyadékok siklap folétti hidrodinamikai
és termodinamikai hatarrétegeiben létrejové aramlasi jellemz6k matemati-
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1. BEVEZETES

kai vizsgalatarol konvektiv peremfeltételek alkalmazéasaval, amikor a siklapot
alurol, konvektiv modon melegitik forré folyadékkal (lasd pl. Aziz 2009 [7],
Ishak 2010 [40], Magyari 2011 [49]). A modell alkalmazhat6 az iparban gyar-
tasi folyamatok leirasara, mint pl. a polimer lemeztablak és foliak elGallitasa,
papirgyértas, iivegfujas, mianyagok extrudalasa. Vizsgalataim nem-newtoni
kozegbe helyezett atereszts és nem ateresztd siklap mentén kialakuld konvek-
tiv hatarréteg aramlas vizsgalatara iranyulnak, azaz arra, hogyan hatnak az
anyagi és aramlastani paraméterek a hémérséklet és a sebesség valtozasanak
alakulasara.

Az értekezés 6todik fejezetében a porozus kozegbe helyezett fiiggSleges
siklap mentén kialakulé konvektiv aramlast tanulmanyozom. A fiiggsleges
siklap koriili konvekeiot az 1970-es években kezdték vizsgélni (Cheng és Min-
kowycz 1977 [22]). Telitett porozus kozegbe helyezett fiiggsleges siklap kortili
szabad konvektiv aramlas alkalmazhaté példéaul néhany geofizikai és mérnoki
probléma leirdsara. Furumoto 1975-ben megjelent tanulmanyaban azt irja
le, hogy a vulkanikus régioban kialakitott héhidak segitségével a felszin alat-
ti vizek ftithetGek, melyeket megcsapolassal energiatermelésre hasznalhatunk
[31]. Tovabbi gyakorlati alkalmazasként megemlithets az energiahatékony
épiiletek és épiiletelemek tervezése, a kompakt hécserélék, napkollektorok és
az élelmiszeripari alkalmazéasok. A vizsgalt modellekben a stirtiség és a ho-
mérsékletvaltozas kozott linearis viszonyt alkalmaznak, amit a siklap és az
azt koriilvevs folyadék kozotti kis homérsékletkiilonbség indokol (Vajravelu
és Sastri 1977 |61], Nazar, Arifin és Pop 2006 [53]). Abban az esetben, ha
a folyamat nagy hémérsékletkiilonbség mellett megy végbe, akkor a stirtiség
és a homérséklet kapcesolata masodfoku Osszefiiggéssel irhato le (Vajravelu és
Sastri 1977 [61]). Vizsgalataim célja konvektiv aramlas elemzése hasonlosé-
gi transzformécié alkalmazasaval kis és nagy hémérsékletkiilonbség esetén és
elgallitom a feladatok numerikus, illetve analitikus megoldésat.
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2. ARAMLAS LEJTON

2.1. BEVEZETES

A lejtén valo aramlés tulajdonsagainak vizsgalata elméleti és gyakorlati je-
lentGsége miatt sok kutato figyelmeét felkeltette [3]-[11]. A gravitacié hataséara
allandosult, lefelé torténd folyamatos mozgast végzo folyadék pl. a lavafolyam
vagy a folyok aramlésa. Hasonlo jelenséggel taldlkozunk szallitoszalagon vald
széallitaskor és a kenéselméletben is. Granulalt anyagok adramlasanak leira-
sa fontos lehet geofizikai vészhelyzetek elérejelzése soran vagy ipari eljarasok
eseten ([11], [21], [42], [46], [60], [64]). Az allando tizemben miikods szallito-
gépek az 6mlesztett anyagot vagy darabéarut vizszintes, lejt6, emelkeds vagy
fiiggsleges iranyban altalaban folytonos anyagaramban tovabbitjak. Omlesz-
tett anyagok a szallitds soran viselkedhetnek szilard testként vagy folyadék-
ként. Szemcsés anyagokat folyadékként modellezik, ezen anyagok aramlésa
sordn mozgasuk fligg a nyirasi sebességtél, ebben az értelemben a granulalt
anyagok hasonlosiagot mutatnak a klasszikus nem-newtoni folyadékokkal. A
modellben hatvany fiiggvény szerinti Osszefiiggést alkalmazunk a nyirasi se-
besség és nyirasi fesziiltség kozott. A fejezet szamitasi példajaban vizsgalt
homok zagy esetén a reologiai paramétereket kisérletek alapjan hataroztuk
meg (1. [S3] dolgozat), agyagra pedig a Jiao és Sharma altal publikalt adato-
kat alkalmazzuk [42].

Jelolések

A, B |] integréacios konstansok
c [%] koncentracio
g [ms™? | gravitacios gyorsulas
h [mm | aramlo réteg magassaga
n |- hatvanykiteve
q [m3s™| lokalis térfogataram
u, v [ms™! x és y irdnyokhoz tartozo sebesség koordinatak
U [ms™ szallito sebesség
x,y |m] derékszogi koordinatak
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2. ARAMLAS LEJTON

Gorog szimbolumok

a [°] délésszog

v [Pas"| anyagjellemzd konstans
p [kgm™3| folyadék stirtisége

Ty |Pal fesziiltségtenzor eleme

2.2. A FOLYAMATOT LEIRO EGYENLETEK

Omlesztett anyag szallitasa soran az anyagszemcsék mozgasat hatarréteg a-
ramlasként a Navier-Stokes egyenletekkel modellezzik (1d. [3], [11], [13], [21]-
[65]). Viszkozus és Gsszenyomhatatlan folyadékot tételeziink fel. Stacionarius
megoldéasokat keresiink.

A ferde szallitoszalagon allandosult sebességii anyagszallitas soran a moz-
g6 feliileti feletti tartomanyban a sebességvaltozast egy Osszefiiggéssel fogjuk
megadni, amely az aldbbi négy paramétert tartalmazza:

o U aszallitoszalag szallito sebessége, amelyet allando értéknek tekintiink
a folyamatos szallitas soran. Futoszalagok szallitasi sebességére léteznek
ajanlasok, melyekben a sebesség fligg a széllitott anyag tulajdonsaga-
itol (szemcseméret, stirtiség stb.), a heveder szélességétdl és a szallitas
irdnyatol, azaz lejtén, emelked6n vagy vizszintesen torténik a szallités.

e « a szallitoszalag vizszintessel bezéart szoge, mely jellemzi a szallitas
irdnyat, ha a = 0, akkor vizszintesen szallitunk, ha a > 0, akkor lejtén
vagy emelkeddn torténik a szallitas. A szog nagysaga nagyban fiigg
a szallitott anyag tulajdonsigaitol, a gyakorlatban &ltaldban 0 — 20°
kozott valtozik.

e 7 a nem-newtoni folyadékként modellezett 6mlesztett anyagok egy fon-
tos jellemzdje. Ez a paraméter fiigghet az anyagra nehezedd nyomastol,
az anyag strtségétsl és a hémérseklettdl is [S3], [42]. Vizsgéalataink
soréan v értékét konstansnak tekintjiik.

e 1 a hatvanymodell kitev§jében szereplé paraméter, mely szintén a szél-
litott anyagtol fiiggden kiilonbozé értékeket vesz 61 [S3], [42].

Modelliinkben feltessziik, hogy a szallitas alland6é hémérsékleten és allandod
nyomason torténik, igy a v és n értéke csak az anyag fajtajatol fog fiiggeni.

Az 6mlesztett anyagban kialakul6 aramlast az aldbbi alapegyenletekkel
adjuk meg:

12
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2. ARAMLAS LEJTON

2.1. dbra. A vizsgalt aramlés fizikai modellje

ou Ov
— 4+ —=0, 2.1
or Oy (2.1)
kontinuitasi egyenlet és a Navier-Stokes egyenletbdl szarmaztatott

u% + UZ_Z = %aa;;y + gsin(a), (2.2)
mozgasegyenlet abban az esetben, ha nincs nyomésvéltozas a folyamatban, az
egyenletekben az x és y a szallitoszalag sikjaval parhuzamos és az arra mers-
leges koordinatakat jelolik, u és v az x és y koordinatakhoz tartozo sebesség
komponensek, p a szallitott anyag stirtiségét jeloli, g a gravitacios gyorsulés,
Tzy Pedig a fesziiltség tenzor megfelels eleme, melyet a széllitott anyagokra a
hatvanyfliggvény torvény alkalmazasaval a

B % n—1 %
T:vy - /7 ay ay?

alakban frunk fel, amelyben v és n anyagjellemz6 konstansok. Az n kitevé
értéke lehet egynél kisebb szam, pl. agyagmassza esetén n ~ 0,3 [42], lehet
egynél nagyobb érték példaul homok-zagy [S3|, vagy szaraz granulatum esetén
ez 2 koriili szdm. A feladathoz jarulo peremfeltételek U konstans sebességgel
lefelé mozgo szallitoszalag esetén:

(2.3)

ou
U|y:0 = U,U|y:0 = O, a_y|y:h =0. (24)

A feltételben szerepls h az aramlo réteg magassagat jeloli.

13
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2.3. ARAMLAS NEWTONI FOLYADEKOK ESETEN

Newtoni folyadékok aramlésa esetén a (2.3) kifejezésben n = 1 és v a dinami-
kus viszkozitast jeloli. Lejtén lefelé torténs allandosult, teljesen kifejlédott,
laminaris aramlas esetén a mozgasegyenet:

0*u

v 5y

A vizsgalt szallitas soran nincs nyoméasvaltozas. Meghatarozzuk a (2.5)
egyenlet megoldésat a kovetkezGképpen:

+ pgsin(a) = 0. (2.5)

2
u(y) = P9 sina% + Ay + B. (2.6)
v

Az egyenlethez jarulo feltételeket figyelembe véve az A és B integracios
konstansok elgallithatoak, tehét

2
u(y) = P9 sin a(hy — %) +U. (2.7)

v
A (2.7) megoldasfiiggvény irja le a ferde szallitoszalag feliiletén kialakuld
aramlas sebesség-eloszlasat h magassag és U szallitosebesség esetén. A (2.7)

altalanos megoldasbol meghatarozhato a ¢ lokalis térfogataram

h 3
q :/ udy = pgh”sina + Uh. (2.8)
0 H

2.4. ARAMLAS NEM-NEWTONI FOLYADEKOK ESETEN

Ostwald-de Waele-féle hatvanytorvény 2.3 szerinti nem-newtoni folyadék «
ferdeszogt szallitoszalagon valo szallitasakor a (2.2) mozgéasegyenlet a (2.3)
felhasznalasaval

n—1
ou

— — +pgsina =0 2.9
oyl oy T (2.9)
alakban frhato fel, ahol v és n kifejezi a szallitott anyag nem-newtoni tulaj-
donsigéat. A nyomést ebben az esetben is allandénak tekintjiik. A feladathoz
ugyanazok a peremfeltételek jarulnak, azaz u|,—o = U és g—Z|y:h = 0, melyek-
kel a megoldas:

ou
7

u(ly) =U+ (p’y_g sin o) »

(0 = (=) ). (2.10)

14
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2. ARAMLAS LEJTON

A térfogataram a g = foh udy integréallal szamitva nem-newtoni folyadé-
kokra

n 142n
n

2n+1

q:Uh—l-(%sina)rll (2.11)

egyenlettel adhaté meg.
Megjegyezziik, hogy vizszintes feliileten (o = 0) dmlesztett anyag szalli-
tasakor a

or oy Ox dy p dy

kontinuitasi és mozgasegyenlet irja le a folyamatot.

(2.12)

2.5. SEBESSEGELOSZLAS MEGHATAROZASA

Sebességeloszlast két kiilonbozd tipust nem-newtoni folyadékra hatarozunk
meg. Els6 esetben agyagmasszara (n < 1), masodik esetben homok zagyra
(n>1).

Agyagmassza esetén:
Feltessziik, hogy 1[m] széles gumihevederen szallitunk agyagmasszat, igy az
U = 2,5 [m/s] szallitasi sebességgel, h = 5 [mm| magassaggal és p = 1040 [kg/ m3]
stirtiséggel szamolunk. FEzen rogzitett paraméterek mellett vizsgaljuk, hogy
az «, 7 és n paraméterek valtozasa milyen valtozast idéz el6 a sebességelosz-
lasban. Szamitésaink soran a [10], [42] dolgozatokban megadott paraméter
értékeket alkalmazzuk agyagmassza esetén.

2.1. tablazat. Paraméter értékek kiilonboz6 agyagmasszak esetén [42]

Agyagmassza tipusa | y[Pas”] n | plkg/m’]
friss vizes 0,8 0,319 1040
diszpergalt 0,7 0,313 1059
flokkulalt 1,7 0,235 1063

A vizsgalt hdrom paraméterbdl kettét rogzitve, a harmadikat valtoztatva
megvizsgaljuk az egyes paraméterek hatésit a sebességeloszlésra.

El6szor az n hatvanykitevd hatasat tekintjiik, amikor @ = 15° és v =
0, 7[Pas"].

A 2.2. abrabol egyértelmten leolvashato, hogy az n értékének novelése a
sebességeloszlas maximumanak csokkenéséhez vezet.

Kovetkez6 vizsgalt paraméter a v, az a = 15° és n = 0,4 értékek rog-
zitettek. Azt tapasztaltuk (lasd 2.3. abra), hogy a v paraméter értékének
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novelésével a sebességeloszlds maximum értéke csokken, de hatésa kevésbé
jelentds, mint az n paraméteré.

Végill az o paraméter hatésat vizsgaltuk meg, amikor n = 0,4 és v =
0,7[Pas"]. A széllitoszalag d6lési szogét valtoztatva azt tapasztaltuk, hogy
az aramlo kozegben a sebességeloszlas maximuma né, ha az o értékét novel-
jiik, azaz meredekebb lejtén szallitunk (lasd 2.4. abra). Tehét Gsszegezve a
tapasztalatainkat, az o paraméter hatasa az el6z6 két paraméter, azaz n és vy
hatasanak az ellentettje.

Homok zagy esetén:

A vizsgalatainkat az el6z6 pontbeli feltételekkel folytatjuk, de v és n pa-
raméterekre a [S3] dolgozatban ismertetett értékeket alkalmazzuk 25%-40%
térfogat koncentracio esetén (lasd 2.2 tablazat).

2.2. tablazat. Paraméter értékek kiilonb6z6 homok zagyok esetén

Térfogat koncentracio ¢ | ~y[Pas"] n | plkg/m’]
20% 0,000313 | 1,475 1340
25% 0,000538 | 1,444 1425
30% 0,001388 | 1,360 1510
40% 0,026902 | 1,211 1680

El6szor a ¢ térfogat koncentracié hatasat vizsgaljuk a viz-homok keverék
esetén.

A numerikus szamitasokat MAPLE 12 programban végeztiik. A sebesség
eloszlasokat a 2.2-2.6. abrak szemléltetik. A szémitasok alapjan a sebesség
maximuma nagyobb koncentracié esetén csokken. Az « lejtészog hatasat
elemezve az 2.6. abra alapjan megallapithato, hogy a sebesség maximuma
nagyobb délési szog estén megnd.

16
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T T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0005 0,006

ylm]

2.2. abra. Az n hatvanykitevs valtozasanak hatdsa agyagmasszaban (7 =
0,7[Pas"], a = 15°)

2,44

2,37 T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006
y[m]

2.3. dbra. A v paraméter valtozasanak hatasa agyagmasszaban (n = 0,4,
a = 15°)

17
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T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0004 0,005 0,006
y[m]

2.4. dbra. Az « paraméter valtozasanak hatasa agyagmasszaban (n = 0,4,
v =0, 7[Pas"])

T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006
y[m]

c s

2.5. abra. A sebességeloszlas kiillonbozd koncentracioju homok zagyok esetén
(paraméter értékek a 2.2 tablazatban)
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3,4 o=20
30- oa=15
3.0 a=10

m

o 5]

N
2,8
2,6
2,4

T T T T T T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006
y[m]

2.6. abra. Az o paraméter sebességeloszlasra gyakorolt hatasa 20% térfogat

“ .0,
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3. MARANGONI-HATAS VIZSGALATA

3.1. BEVEZETES

Azt a jelenséget, amikor egy folyadék feliiletén a hémérséklet és/vagy koncent-
racio gradiens valtozasabol szarmazo feliileti fesziiltség valtozas a folyadék-
ban mozgést hoz létre, Marangoni konvekcionak nevezik. Ez szdmos mérnoki
probléma esetén megjelenik pl. g6z buborékok koriili nukledcié és géz bubo-
rékok novekedése soran a feliileti fesziiltség valtozasa miatt, amelyet a hGmér-
séklet és/vagy koncentracio valtozasok okoznak a buborékok feliiletén [26]. A
természetes konvekcioé kisérleti és numerikus vizsgélatai is azt mutatjak, hogy
a héatadas jelentds lehet a Marangoni aramlas miatt mikrogravitacioban, de
még a Fold gravitaciojaban is [27]. A kristalyok novekedése esetén nemkivana-
tos jelenségek lépnek fel (|5], [25], [26], [51]). T6bb dolgozatban foglalkoztak a
Marangoni-féle hatarréteg aramlassal nanofolyadékokban. Ezek a folyadékok
jelentésen megvéaltoztatjak az alapfolyadék héatadasi jellemzéit; ipari alkal-
mazasokban pl. a kenGanyagok, hécseréls- és hiitéfolyadékok esetén [6], [20],
[29]. Az irodalomban a nanofolyadékokat kiilonb6z6 nanorészecskékkel vizs-
galjak: oxid keramiék, nitrit keramiak, aluminium, stb. [69]. A Marangoni
aramlasnak nagy jelentésége van a hegesztésben, félvezetGgyartasban és az
trkutatasban is.

A Marangoni-hatas matematikai modelljét tobb dolgozatban elemezték
(1d. [6], [27], [36]). A feladatok tobbségében a konvekciot hasonloségi meg-
oldasok alkalmazésaval vizsgaltak [5], 6], [26], [59], [66], [69]. A vizsgala-
tok soran a feliileti fesziiltség fligghet egyrészt a hémeérséklettsl, masrészt
a koncentraci6 gradienstdl [51]. A hasonlésagi megoldésok bevezetésével a
hatarréteg aramlas egyensulyi egyenleteit leird parcialis differencialegyenlete-
ket kozonséges differencialegyenletekre redukalhatjuk, az aramfiiggvényre és
a hémérsékletre. Ezen egyenletek peremérték-feladatait vizsgaljuk.
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Al

AZ-(Z' =0,1,2, ) H
Bi(i=0,1,2,...) H
Cy,Cy ]

d [

f I

K [m?*s™!|

m [+

Pr ||

T K]

u, v [ms™!
z,y [m]

Z [

a [+

ag [m2s!

¢ = f(0) ||

n [+

© [+

p | Pa * s|

p [kg *m™=|
or [Nm™ 1K™
U [m?s™!]

Jelolések

hémérséklet gradiens egyiitthatod
exponencialis sor egyiitthatoi
exponencialis sor egyiitthatoi

konstansok

konstans

hasonlésagi fliggvény
kinematikai viszkozités
hatvanykitevs
Prandtl-szam
hémeérséklet

x és y iranyu sebesség koordinatak

derékszogi koordinatak
valtozo

Gorog szimbolumok

konstans

hédiffazio

konstans

hasonlésagi valtozo
hasonlosagi fiiggvény
dinamikai viszkozitas
folyadék stirtisége
konstans
aramfiiggvény

3.2. HATARRETEG EGYENLETEK

Kétdimenzios, surlodasos, dsszenyomhatatlan, newtoni folyadék stacionarius
laminaris &ramléaséat vizsgaljuk siklapon. Legyen x > 0 a sik irdnyaba és y > 0
a sikra mer6leges koordinata az y = 0 sik egyenlettel. A siklapot azx =y =0
pontba helyezziik.

A hatarréteg dramlést leird folytonossagi, mozgas- és energaiaegyenlet:

ou Ov
5t oy = (3.1)
21
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— —>
yT -
X

3.1. abra. A vizsgélt dramlas fizikai modellje

ou  Ou 0%u
uax+vay _KﬁyQ’ (3.2)
oT or  o°T
9z oy o Y2
ahol u és v az z, illetve y irdnya sebességkomponensek a sik lap mentén, T a
hémeérséklet, af jeloli a hédiffuziot és K = p/p a kornyezs folyadék kinema-
tikai viszkozitésa, melyet modelliinkben konstans értéknek feltételeziink.

A Marangoni-hatas a hémérsékletmezs és a sebességmezd kozotti Gssze-
fiiggéssel jellemezhets [27], [59]. A peremfeltételeket az y = 0 feliileten és
y — 00 esetén az alabbiak szerint vessziik figyelembe:
az y = 0 sikban:

(3.3)

ou or
i = —op — , 3.4
a Y |, e /=0 (3:4)
v(z,0) =0, (3.5)
T(x,0) =T/(0,0) + Az™"! (3.6)
a feliilettsl tavol y — oo
u(z,00) =0, (3.7)
or
— =0 3.8
= (39)

ahol or = do/dT (ahol o(T) = 07T + C, C=allandd), A a hémérsekletgra-
diens egyiitthatoja, m a hatvanykitevében szereplé paraméter. Az m kitevs
lineéris kozelités esetén 0, mig négyzetes kozelités esetén 1 értéket vesz fel.
Az m paraméter legkisebb értéke —1, amely azt az esetet jeloli, ahol méar
a feliilet mentén nincs hémérséklet-valtozas és ezért a Marangoni-hatas nem

alakul ki.
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Bevezetjiik a ¢ aramfiiggvényt az alabbi formuléval:

_ W W
= a—y s vV = (39)

—.
Ezt alkalmazva a (3.2) egyenletre:

oY O o O 0?
WOy WY _ TV (3.10)
Oy Oyoxr  Ox Oy? oy?

Bevezetve a kovetkezd hasonlosagi fiiggvényeket (az irodalombol atvett
formulakkal [26])

u

T'(x,y) —T(0,0)
Axc

Y =Cf(n), On) =

az
n= CQJJbZ/

hasonlésagi véltozoval, ahol Cy = {/(m + 1) puorA/p? é a = (m+2)/3,
illetve Cy = {/(m + 1) porA/u? és b= (m —1)/3 tovabba ¢ = m + 1 értékek
mellett létezik hasonloségi megoldas. Ekkor a (3.9), (3.10) parcialis diffe-
rencidlegyenlet rendszer egy harmadrendd kozonséges differencidlegyenletté
alakithato:

2 1 2
pro e g <o, (3.11)
Az egyenlethez jarulo (3.4)-(3.8) peremfeltétlek a hasonlosagi valtozokkal
fF0)=0, f7(0)=-1, f'(o00) =0 (3.12)

alakba irhatoak.

A © hémérsékleti hasonlosagi fliggvényt behelyettesitve a (3.3) energiaegyen-
letbe és hozzatartozd peremfeltételbe a kiovetkezd peremértékfeladatot kap-
juk:

/ m+ 2 r i "
(m+1)f'0 ~ =51 ' = 56", (3.13)
©(0)=1, ©'(c0) =0, (3.14)

ahol Pr = p/(pay) jeloli az tn. Prandtl-szamot. A (3.11) és (3.13) egyen-
letekben szerepld f(n) a dimenziémentes aramfiiggvényt, mig O(n) a dimen-
zibmentes hémérséklet fiiggvényt jeloli és az egyenletben szerepld derivaltak
7 szerinti derivalast jelentik.
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Ezek utan a hatarrétegbeli kozegben a sebesség komponensek az f hason-
losagi fiiggvénnyel a kévetkezSképpen fejezhetSek ki:

19) 2m41
wle) = 5=t ifEa ),
a m—1 m—1
o) = =50 = =5 o2 {2 )+ = g 2.

ahol k= {/(m+1)orA/p, or =konstans.
Megjegyezziik, hogy m = 1 esetén a megoldas explicit alakban megadhaté
[50]:

fn)=1—e" é O(n) =e. (3.15)

Célunk egy kozelité exponenciélis sor alakt megoldas elGallitasa a (3.11)-
(3.12) és (3.13)-(3.14) nemlineéris peremérték feladatokhoz kiilonb6z6 m hat-
vanykitevs és Prandtl-szam értékek mellett, tovabba bemutatni a megoldésok
valtozasat ezen kiilonb6z6 paraméter értékekre.

3.3. EXPONENCIALIS SOR MEGOLDAS

Ebben a részben a (3.11)-(3.12) feladatban szerepls f (n) figgvény lokalis
kozelité megoldésat hatarozzuk meg. A végtelenben adott peremfeltételt a
shooting modszer alkalmazasaval helyettesitjiikk egy, az n = 0-beli kezdeti
feltétellel. A (3.11)-(3.12) peremérték feladat helyett a (3.11) egyenletet te-
kintjiik az alabbi kezdeti feltételekkel

f0)=0, f(0)=-1, f(0)=¢, (3.16)

ahol ¢ konstans.
Figyelembe véve a (3.12) feltételek kozott a harmadikat, keressiik a (3.11)-
(3.16) kezdetiérték feladat megoldasat az alabbi alakban:

fn)=a (Ao + i Aidie“m) : (3.17)

ahola > 0, Ag = 3/(m+2), A; (i = 1,2,...) az exponencialis sor egyiitthatoit
jeloli és a > 0, illetve d konstansok.
A (3.16) els6 és masodik feltételébsl adodik a kovetkezs egyenletrendszer:

i=1
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a®y PAd = —1. (3.19)
=1

Megjegyezziik, hogy a klasszikus Briot-Bouquet-tétel [19] biztositja a (3.11)-
(3.16) kezdetiérték feladat (3.17) alaku formaélis megoldasat, a megoldasok
konvergenciajat, illetve az Ag értékét.

Bevezetjiik a 4j Z valtozot a kovetkezSképpen:

Z =de ™.

Nyilvanvalo, hogy a harmadik peremfeltétel (3.12)-ben automatikusan tel-
jestl. A (3.11) differencidlegyenletbe helyettesitve a (3.17)-t

o0 o0 2
_ Z BAz+ + 2 (Ao n ZA Z’) Zz’QAiZi—ngJr L (Z@Aﬂ‘) —0

1=1 i=1 i=1

adodik. Egyenlévé téve Z megfelel§ kitevsjd tagjainak egyiitthatoit meg
tudjuk hatarozni az As, As, ... egyiitthatokat az m és A; paraméterekkel:

Ay = —%A%(m—l)

As = mf‘g( 1)(m — 2)

Ay = —m/ﬁ( 1)(4m? — 15m + 17)

Ay = 466;600A5( 1)(62m* — 371m?* + 757m — 610)  (3.20)

Ag = _Wles()()()A6( 1)(32m* — 257m? 4 810m?
—1171m + 730)

A; = m/x{(m — 1)(25742m° — 263609m*

+1108202m® — 2419211m? + 2737856m — 1383380)

Az A; = 1 valasztéssal a (3.18)-(3.19) rendszerbdl meghatérozhaté numeri-
kusan d és a értéke. A két paraméterérték behelyettesitésével a (3.17) formu-
laban szerepld valamennyi konstanst elGallitottuk az m paraméterrel.
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3.1. tablazat

. A d, « és ¢ konstansok értékei kolonbozé m kitevSkre

m d a C=/10)
—0,7 | —3,647038235 | 1,151595555 | 2,124598444
—0,6 | —2,965760980 | 1,127415834 | 1,983315576
—0,5 | —2,637757681 1,06387919 1,732325541
—0,4 | —2,376172862 | 1,033354073 | 1,593916052
—0,3 | —2,162310710 | 1,014414456 | 1,494034266
—0,2 | —1,984074328 | 1,001820070 | 1,415321059
—0,1 | —1,833183771 | 0,9933978501 | 1, 350675806

0 —1,703758050 | 0,9879394966 | 1,296185235

0,1 | —1,591498354 | 0,9846733013 | 1,249367842

0,2 | —1,493186863 | 0,9830710732 | 1,208532122

0,3 | —1,406365745 | 0,9827560858 | 1,172472117

0,4 | —1,329124551 | 0,9834517804 | 1,140299628

0,5 | —1,259955423 | 0,9849505390 | 1,111343438

0,6 | —1,197652064 | 0,9870936108 | 1,085085341

0,7 | —1,141237758 | 0,9897577103 | 1,061117897

0,8 | —1,089913110 | 0,9928458034 | 1,039115668

0,9 | —1,043017465 | 0,9962806209 | 1,018815071

1 —1 1 1
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A 3.1 tablazat tartalmazza d, o és f'(0) szamitott értékeit, ha az m ér-
téke —0,7 és 1 kozott valtozik. A 3.2 abra szemlélteti az f'(0) valtozasat m
fliggvényében.

Az aldbbiakban megadjuk f(n) és f'(n) fiiggvényeket exponencialis sor
alakban néhany rogzitett m értékre, ha m = —0,5; m =0; m = 1:

m = —0,5:

f(n) = 2,127758380 — 2,806255505(¢~"003879197)
40, 9252777520 (e~ H0638T1M2 _ () 3389803468 (e~ 106387193
+0, 1266709685 (e~ 0038T9M T _ 0 0475640067 (¢~ H0038T197)5
+0, 0178818374 (e~ M098N _ () 0067242990(e~00387919m)7
+0, 0025284943 (e~ H0838TOLME _ 5 0009506669 (&~ 106387919m)9
+0, 0003573924 (¢~ 10638791910

f'(n) = 2,985516834 (e~ "003871m)
—1,968767491 (e~ H0938719m)2 1 1081902410 (e~ H003879197)3
—0, 5390504296 (e~ H003TIME 4 () 2530117851 (e 10038719m)?

—0, 1141446885 (¢~ Y9390 1 0, 0500768928 (¢~ H 0037

—0,0215201002(e 8 +0,0091025525(¢1:06387919m)9

(

)
71,063879197))
0, 0038022244 (¢~ 106387919710

m = 0:
f(n) = 1,481909245 — 1, 683209870 (e~"?579394966m)
+0, 2389818639 (e~ 0P879394966m)2 _ () 0452408082( e~ T9394966m) 3
+0, 0090996503 (e~ 87N _ (0018543524 (¢ -TI391966m)5
+0, 0003780882 (e~ I8TMINE _ (0000768915 (e~-TP391966m)T
+0, 0000155922 (e~ 09879394966m)8 _ () 0000031540(e~79394966m)9
+07 0000006368(6—0,987939496677)10
f'(n) = 17662909512(6—0,987939496677)
—0, 4721992446(670798793949667) +0, 1340855441(6—0,987939496677 3
—0, 0359596159 e —0,9879394966n + 070091599401( —0,9879394966n\ 5
(
(

)
( ) e
—0,0022411701 (e~ :9879394966m)6 1 0005317494
( )
( )

e

2
4
6 (&
8

)

)
70,987939496677)7

)

—0,0001232335(e~"987989966m)8 4 () 0000280445 (e~ 879394966m)9

—0. 0000062914 (098793949667 10
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m 1:
f) = 1—=e™
f'm) = e

Lathato, hogy m = 1 esetén a numerikus megoldas megegyezik a (3.15) eg-
zakt megoldassal. Az m hatvanykitevs valtozasanak az f’(n) sebességprofilra
gyakorolt hatésat a 3.3 dbra szemlélteti. Megfigyelhets (3.2 abra 4bra), hogy
az m novekedésével az f'(0) = ¢ értéke csokken.

Alkalmazva az f'(n)-ra elgéllitott sormegoldést a ©-ra folirt (3.13) mésod-
rendd linearis differencidlegyenletre, az el6z6ekhez hasonlé médon meghata-
rozhatdé a hémérsékletprofilt addé hémérsékleti hasonlosigi fiiggvény. Els6
lépésként a O(n) figgvényt definidljuk a kovetkezs alakban:

©(n) = By + Z Bid'e™ ",
i=1
ahol a B; (1 =0,1,2,...) egyiitthatokat kell meghataroznunk a (3.13) diffe-

renecidlegyenletbdl a (3.14)-beli feltételek figyelembevételével. A szamitott
egylitthatok az alabbiak:

Pr
Bl = AIBOP _1(m+1)
1 A2Bop7"
B, = — ! 3m*P >+ 6mPr+3Pr—1
9 12(Pr—1)(Pr—2)(m r+m°+6mPr+3Pr—1)
1 ASB()PT’
By = —— K F(P 3.21
’ 216 (Pr— D)(Pr—2)(Pr—3)" L") (3:21)
F(Pr,m) = ((m*®—m)(3Pr*—19Pr —2)

+(m* — 1)(4Pr* — 20Pr + 4))

Megjegyezziik, hogy a By fiiggvényében folirt egyiitthatokat csak nem
egész értékd Prandtl-szamokra tudjuk meghatarozni. A (3.14)-ben felirt ma-
sodik peremfeltétel automatikusan teljesiil, az elsé feltételbdl pedig a By ér-
téke hatarozhatd meg a

By + Bid+ Bed?> + Bsd®* + ... =1

egyenletbdl és a (3.21) képletekbdl (lasd 2. tablazat).
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3.2. tablazat. By értékei kolonbozs m kitevSkre és Prandtl-szémokra

Pr\ m —0,5 0 1
0,27 0,6993601033 | 0,6177162887 | 0,5563436126
0,7 0,2618673398 | 0,1874641884 | 0,1444444444
2,5 -6,868890324 | 0,7323522340 | 0,1666666666
5,9 -0,0101011911 | -0,0203388146 | 2,100000049
70 -129,5918440 | 90,92275412 391/6
298 -521,5866457 | -253,8172206 7326/25

A O(n) sor els6 tiz tagja Pr = 298 Prandtl-szam esetén a vizsgalt harom

kiilénboz6 m értékre (m = —0,5; m = 0; m = 1) az alabbi:
m = —0,5:
©(n) —521, 5866457 + 690, 2257842(~106387919)

—228, 3499003 (e~ 0387192 1 83 50931856(e 003873

)
—31, 32427417 (e~ MOS89 4 11 72818950 (e 10838
—4,437848713(e~ 093890 4 1 649735001 (e~ H003719M)T
—0, 6357069408 (e~ 10938719)® 4 (2268403841 (1003
—0, 09549145798 (e~ H00387919m) 10

m = 0:

_253’ 8172206 + 433, 8991704(6—0,987939496677)

— 185, 8554249 (¢~ 0:9879894966m)2 4 93 393(187()4 (987939496613
—11, 64354979 (e~ MMM _ () 6456997006 (e~ *P879394966m)5
-1, 774772()66(6—07987939496677)6 —0, 8708402162(6—0,987939496677)7
—0, 6992264953(6_0’987939496677)8 -0, 5109496856(6—0,987939496677)9
—0, 4045737228 (¢~ 0:95798949661) 10

m = 1:
T o4 o201
o) = - T e+ (o ()
A valasztott Pr = 298 érték a transzformator olaj Prandtl-szamanak felel
meg.
Az m hatvanykitevének az f'-re, illetve az m hatvanykitevének és a Prandtl-
szamnak a O-ra gyakorolt hatasat mutatjuk be a 3.2-3.12. abrakon.
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a

85—
-1 05 0 05 1 15

m

3.2. abra. ( valtozasa m fliggvényében

2_

3.3. abra. f’ valtozasa n fiiggvényében
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7 8
3.4. abra. 6 valtozasa m = 1 esetén
Pr=7,00001
6 7

3.5. dbra. 6 valtozasa m = 1 esetén
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300 Pr=298

200+

100

3.6. abra. 6 valtozasa m = 1 esetén
1,1

1,0 1
0,9

©(n) 0,8

0,7 7

0,6

0:5_'|'|'|'|'|'|

o 1 2 3 4 5 6

3.7. dbra. 6 valtozésa Pr = 0.27 esetén
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m=-0.5

0,8

0,6

0,4 -

0,27 m=0

3.8. abra. 6 valtozésa Pr = 2.2 esetén
300 - m = 1

200
100

07T 7T —T7T—T1—

-100 n

-200+

O(M) 34

~400

~-500 m=-0.5

3.9. dbra. 8 valtozasa Pr = 298 esetén
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Pr=0,27;0,5; 0,7; 1,00001

-1,2
-1,4
-1,6

3.10. abra. 8’ valtozasa m = 1 esetén
2_

Pr=2,5; 3,5;5,5; 7,00001

3.11. abra. 8’ valtozasa m = 1 esetén
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0,1

-0,1

-0,21
m=-0,5;0; 1

-0,3

_0,4_

-0,5-
3.12. abra. ¢’ valtozasa Pr = 0.27 esetén

100

=300

3.13. abra. 0’ valtozasa Pr = 298 esetén
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4. HATARRETEG ARAMLAS MOZGO, ATERESZTO SiK-
LAP FOLOTT

4.1. BEVEZETES

A folyadékmechanikdban klasszikus jelenségnek szamito siklap folotti szabad
aramlas hasonlosagi megoldasat elsgként Blasius irta le 1908-ban [12]. Azota
szamos tudomanyos dolgozatban vizsgaltédk a jelenséget kiilonb6z6 aspektu-
sokbol és széles korben alkalmazzak a miszaki gyakorlatban ([1], [28], [30],
[35], [34], [40]). A magas hémérséklet-valtozassal jaro folyamatokban a kon-
vektiv hdatadas fontos szerepet jatszik, példaul atomerémivek, gazturbinak
vagy termikus energiatarolas esetén [7], a mozgo és porozus siklap elmélete a
bevonatos miianyaglemez tablak elGallitasanal is alkalmazhato.

Napjainkban sokan vizsgaljak newtoni folyadékok siklap folotti hidrodinami-
kai és termikus hatarréteg aramlasat kiilonbozg peremfeltételek mellett, ami-
kor a peremfeltételek a siklap mozgésat, porozitasat és konvektiv hGatadasat
irjak le (lasd [1], [14], [15], [16], [17], [28], [30]). Ilyen konvektiv h&atadasi
feladatok hasonlosagi megoldasait allitotta el Aziz [7] és Magyari [48] nem
ateresztd siklap esetén, illetve Ishak [40] ateresztd siklapra.

Célunk Aziz 7] eredményeinek altalanositasa nem-newtoni folyadék hidrodi-
namikai és termikus hatarréteg aramlésara, mozgo és atereszts siklap folott.
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Jelolések
a,b -] konstansok
a |- hsatadassal aranyos egytitthato
fH hasonlosagi fuggvény
fow [ atereszts képesség
hy [Wm™2K™1 héatadasi egyiitthato
k [Wm™ K™ hévezetési tényezd
K [Pas"| konzisztencia index
n |- hatvanykiteve
Pr || Prandtl-szam
Re, |-] helyi Reynolds-szam
Ty K] aramlo folyadék hémérséklete
Ty K] siklap homérséklete
Tw |K] fiits kozeg hémérséklete
Uy [ms™!] siklap sebessége
u,v [ms™| x és y iranyu sebesség koordinatak
V() [m?] siklap atereszts képessége
w(z,y) [ dimenziomentes hémérséklet
x,y |m] derékszogi koordinatak
Gorog szimbolumok
a, B |+ konstansok
ay [m?s™!] hadiffazio
v [m2s™| kinematikai viszkozitas
n -] hasonlosagi valtozo
O [+ hasonlosagi fliggvény
Al sebesség arany
p |kgm™3] folyadék stirtisége
Ty |Pal fesziiltségtenzor eleme
U [m?s™!] aramfiiggvény
w [m?s" 2] hédiffazios egyiitthato

4.2. A MODELL ALAP EGYENLETEI

Osszenyomhatatlan, p stirtiségt és T, hémeérsékletii viszkozus folyadék allan-
dosult, kétdimenzids laminéris dramlasat vizsgaljuk vizszintes siklap folott.
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Tovabbé feltessziik, hogy a nem-newtoni kézeg U, alland6 sebességgel aram-
lik a mozgo, atereszts siklap f616tt, melyet alurél konvektiv moédon melegitiink
forro folyadékkal. A siklapot az y = 0 sikba helyezziik el.

4.1. dbra. A vizsgalt aramlas fizikai modellje

Ezen feltételezéseket figyelembe véve, tovabbéa a nyomast és a testre hato
egyéb erdket elhanyagolva a hatarréteg aramlast leir6 folytonossagi, mozgas-
és energiaegyenletek a kovetkezs alakban irhatok fel [68]:

ou Ov
I T, 4.1

du  Ou 101,

- = 4.2

Yor +Uay p Oy’ (42)
or or o or

U% + Ua—y = a_y (ata—y) s (43)

ahol az u, v az x és y koordinataknak megfelel§ sebesség komponensek,
T a hatéarrétegbeli folyadék hémérséklete. Tovabbé alkalmazva a nyird fe-
sziiltség és nyird sebesség kozotti hatvanytorvény szerinti osszefiiggést 7., =
n—1

fazio és v = % a kinematikai viszkozitas.

Itt n a hatvanyfliggvény pozitiv kitevGje, amely alapjan megkiilonbozte-
tiink pszeudoplasztikus (n < 1), newtoni (n = 1) és dilatalo (n > 1) folyadé-
kot.

ahol K a nem-newtoni kozeg konzisztencia indexe, oy a hédif-
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A 7, behelyettesitve a (4.2) mozgasegyenlet az alabbi formaba irhato:

n—1
Jou 0 _ 0 (7 %‘) _ (4.4)

ou
dy

A fent emlitett fizikai jelenség leirasahoz az alabbi peremfeltételeket al-
kalmazzuk. A siklap feliiletén (y = 0): (mozgod, ateresztd siklapot feltételezve
¢és konvektiv héatadas esetén)

u(z,0) = —=U,, (4.5)
v (z,0) = v,(x), (4.6)
—kg—z = hy(Ty — Ty), (4.7)

ahol U,, a mozgo siklap sebessége, v, (z) a siklap atereszté képessége, hy a
héatadasi egyiitthatd és k a hévezetési tényezs.

Téavol a siklaptol (y — oo):
u(z,00) = Uy, (4.8)

T (z,00) = T. (4.9)

Ha T, jeloli a siklap hémérsékletét, akkor fonnall az alabbi relacié a hé-
mérsékletek kozott: Ty > T, > Ti.

Bevezetjiik a U aramfiiggvényt a kovetkezs formulékkal:

oY o
=— = —— 4.1
YTy T T (4.10)
igy a (4.1) folytonossagi egyenlet automatikusan teljesiil. Masrészrél a moz-
gasegyenlet
2 2 2, |1 92
o Y _dveRy D (10| Py .
Jy Oydxr  Ox Oy? Oy \ | Oy? Oy?
¢és a hozza tarozo (4.5), (4.6), (4.8) feltételek
oY oY oY
halk o - U, = =0, — = 4.12
3y (z,0) Uw; e (2,0) = vy; 9 (x,00) = Us (4.12)

alakba frhatoak a U aramfiiggvénnyel.
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Vezessik be az alabbi dimenziémentes valtozokat:

Y

n=as, (4.13)

="bx""f(n), (4.14)
T—-Ty

w(z,y) = T T (4.15)

a valtozokban szerepld a, b, o, § konstansok.
Beirva az n hasonlésagi valtozot az aramfiiggvénybe, adodik

oy

T = —bx~ af + pnf'l; W _ abr= A f (4.16)

Jy

ahol a derivaltak n-szerinti derivalast jelolnek. Ezen formulakat behelyette-
sitve a (4.11), (4.12) 6sszefiiggésekbe

(bt 1) = g+ s 6) £ =0 (a.17)

ha (2—n)a+ 2n—1)8 = 1 és va* "2 = 1. Figyelembe véve a (4.8)
feltételt adédnak az ab = Uy, és az o + [ = 0 egyenlGségek. Azért, hogy
teljesiiljon a (4.12) feltétel, legyen az a, b, o és 5 az alabbi [18]:

1 — T =t T SE=,
— _ U, , b= Us 4.18
b=z a=q "7 (U) S EEN AT
és
P —tT oy
_1 n n+1 n+1 n
¢(x7y) =yt (UOO) x f(ﬁ% n=° (UOO) 1 (4'19>
T ntl
A (4.17) egyenlet a hozza jaruldé dimenziomentes feltételekkel
(!f”\"*l f”), i (4.20)
n+1 '
FO=fo FO)=-A Floo)=lim fl)=1,  (42)
ahol f, = —(n + 1)v, (2" /yU2"1) formulaval szdmithato, mi azonban kons-

tansnak vessziik fol szamitasainkban. Megjegyezziik, hogy ha f, > 0, a
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feliilet szivd hatasa, mig f, < 0 esetén injektéalo a feliilet és f,, = 0 értékre
a fellilet nem &atereszts. A siklap és a folotte aramlo folyadék sebességének
aranyat jelolje: A = U, /U. Ezen hanyados alapjan a siklap A < 0 esetén a
folyadékkal azonos iranyba mozog, A > 0 esetén a folyadék aramlasi iranya és
a siklap mozgasanak iranya ellentétes, mig A = 0 értékre a siklap rogzitett.

Az u és v sebességkomponensek az alabbi formaban adédnak a hasonlésagi
valtozoval:

u(r,y) = U f'(n) (4.22)
Uoo _n+-1 !
v(r,y) = — T Re, (nf'(m) — f(n)) (4.23)

ey —n.n . . ey
itt n = Re;+1 2, ahol Re, = U‘i’% a helyi Reynolds-szamot jeloli.

Definialjuk a hédiffaziot az a; = w ’g—z ’ni -vel, itt u # 0, w pozitiv kons-
tans és u = 0 esetén op = 0 (lasd [32], [56], [58], [68]). Ezutan a (4.3)
energiaegyenletbdl

ow w9 (|ou]"" dw
-~ == — 1. 4.24
“ax“’ay w8y<8y 8y> ( )

Bevezetjiikk a ©(n) = w(z,y) dimenzidmentes hémérsékletet, igy (4.15)
miatt a 7' = T, + O (1) (T — T). Ekkor az f és © hasonlosagi fiiggvényekkel
az energiaegyenlet az alabbi formulaban adodik:

Pr
n-+1

(17 em) +

ahol Pr = p% a Prandtl-szamot jeloli, ahol a K konzisztencia index n = 1 ese-

f()e'(n) =0, (4.25)

tén a megegyezik a viszkozitassal. A (4.25) egyenlethez jaruld peremfeltételek
az alabbi alakba irhatok:

0'(0) = — (Uz_nx) mhy ]i‘””) (1-6(0)) (4.26)

_1
amely az a = { <UJ—") e helyettesitéssel

0'(0) = —a(1 — ©(0)), (4.27)
abban az esetben, ha a héatadasi egyiitthaté a hy = cx~" ™D hatvanyfiige-

vény alaku. Megjegyezziik, hogy newtoni folyadék esetén megmutattak a [7],
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olgozato an 0] 1Zarola, = T
9], [40] dolg kban, hogy kizarolag h; 1/2

hasonlésagi megoldasa a feladatnak.
Ha a kezdeti hémérséklet egységnyi, azaz ©(0) = 1, akkor a ©'(0) = 0
adiabatikus esetet kapjuk, melyet Magyari vizsgéalt newtoni folyadékokra [47].
Transzformaljuk a (4.9) peremfeltételt is

esetén (n = 1) létezik

©(c0) = lim © (n) = 0. (4.28)
n—00

A hasonlosagi valtozoval folirt (4.20)-(4.21) és (4.25)-(4.28) nemlinearis
kozonséges differencidlegyenlet-rendszer peremérték feladatanak ismereteink
szerint egzakt megoldasa nem létezik, azonban numerikus modszerekkel ko-
zelité megoldasa elGallithato.

MAPLE 12 szoftvert hasznaltunk a numerikus kozelité megoldasok el6-
allitasara. A szoftverben a Runge-Kutta-Felhberg modszerrel oldottuk meg
a peremérték feladatot. A numerikus megoldasokat az alabbi tablazatokban
foglaltuk 6ssze, illetve abrédkon szemléltetjiik.

A 4.1. ¢és 4.2. téblazatok —©'(0) és ©(0) értékeket szemléltetik az a
valtozasanak fiiggvényében, harom valasztott n hatvanykitevs érték mellett
(n=0,5;1;1,5), két rogzitett Prandtl-szam (Pr = 0,72;10) esetén. Azn = 1
esetben a kapott numerikus értékek jo egyezést mutatnak Aziz [7] és Ishak
[34] cikkeiben ko6zolt értékekkel.

A 4.2-4.7 abrékon szemléltettiik, hogy a hidrodinamikus hatarréteg vas-
tagsagat n novelése jelentGsen csokkenti. Tovabba bemutattuk, hogy a termi-
kus hatarréteg vastagsagat és a fal hémérsékletét a Pr,n, f,, és X paraméterek
novelése csokkenti, az a paraméter a termikus hatarréteg vastagsdgara nincs
hatéassal, csak a fal menti kezdeti hémérsékletet noveli.
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4.1. tablazat. —©'(0) értékei rogzitett n és Pr értékekre, a valtozésa mellett
n = 0,5 n=1 n—=15
a Pr=072 Pr=10 Pr=0,72 Pr=10 Pr=0,72 Pr=10
0,05 0,043392 0,046625 0,042767 0,046787 0,043390 0,047138
0,10 0,076655 0,087355 0,074724 0,087925 0,076647 0,089174
0,20 0,124294 0,155101  0,119295 0,156903 0,124273  0,160928
0,40 0,180329 0,253329 0,169994 0,258174 0,180285  0,269255
0,60 0,212221 0,321120 0,198051 0,328945 0,212159 0,347148
0,80 0,232808 0,370723 0,215864 0,381191 0,232732  0,405853
1 0,247195 0,408591 0,228178 0,421344 0,247110 0,451682
5 0,308129 0,607006 0,279131 0,635583 0,307997 0,707239
10 0,317925 0.646233 0,287146 0,678721 0,317784  0,761065
20  0,323061 0,667811 0,291328 0,702563 0,322915 0,791172

4.2. tablazat. ©(0) értékei rogzitett n és Pr értékekre, a valtozasa mellett

n = 0,5 n=1 n-=15

a Pr=072 Pr=10 Pr=0,72 Pr=10 Pr=0,72 Pr =10

0,056 0,132148 0,067487 0,144661 0,064256 0,132200 0,057224
0,10 0,233446  0,126441  0,252758 0,120752 0,233528 0,108253
0,20 0,378526  0,224497  0,403523 0,215484 0,378634 0,195359
0,40 0,549175 0,366677  0,575014 0,354566 0,549289 0,326862
0,60 0,646298  0,464799 0,669916 0,451759 0,646402 0,421420
0,80  0,708990  0,536596  0,730170 0,523512 0,709085 0,492684

1 0,752805  0,591408  0,771822 0,578656  0,752890  0,548318
2 0,938374  0,878599  0,944173 0,872883 0,938401 0,858552
10 0968207  0,935377  0,971285 0,932128 0,968222 0,923894
20 0,983847  0,966609  0,985434 0,964872 0,983854  0,960441
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10

4.2. abra. Sebességprofil A = —0,4, f,, = 0 és n valtozik

0,6

0,5

0.4- Pr=2,5;7;15

0,2

0,11

4.3. dbra. Homérsékletprofiln = 0,5, a =1, A = —0,4, f, = 0, és Pr valtozik

44

10.14750/ME.2015.008



4. HATARRETEG ARAMLAS MOZGO, ATERESZTO SIKLAP FOLOTT

a =0,1,04;0,8; 1,55

0,4
6(n)
0,3
0,2
0,1
0
0 1 2 3 4
n

4.5. dbra. Hémérsékletprofil n = 0,5, Pr =1, A = —0,4, f, = 0, és a valtozik
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1 ' I T

12 14 16

4.6. dbra. Hémérsékletprofil n = 0,5, a =1, Pr =1, A = —0,4 és f,, valtozik

0,34

0,21 A=-0,4;0; 0,25

4.7. abra. Hémérsékletprofil n = 0,5, a =1, Pr =1, f, = 2, és A\ valtozik
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBE HE-
LYEZETT FUGGOLEGES SIKLAP MENTEN

5.1. BEVEZETES

Fiiggtleges siklap koriili konvekciot a 70-es években kezdték vizsgélni. Te-
litett pordzus kozegbe helyezett fiiggbleges siklap koriili szabad konvektiv
aramlas vizsgalata fontos szerepet jatszik a gyakorlatban. A modell alkal-
mazhaté pl. geofizikai és mérnoki problémak leirasara. Példaul Furumoto
1975-ben megjelent tanulmanyaban azt ismerteti, hogy a vulkanikus régio-
ban kialakitott héhidak segitségével a felszin alatti vizek flithetGek, melyeket
megcsapolas utan energiatermelésre hasznalhatunk [31]. Cheng és Minkowycz
izotrop tulajdonsagu fiiggsleges siklapot modellezett porozus kbzegben. A lap
hémérsékletét a magassag hatvany fiiggvényével irjak le, ami egy sziikséges
feltétele a hasonloségi megoldasnak [22]. A fent emlitett kutatési teriilet
napjainkban is népszerd a sokréti gyakorlati alkalmazhatosidga miatt. Ilyen
példaul a héenergia felhasznalasa, energiahatékony épiiletek tervezése, kom-
pakt hécserélsk, napkollektorok és élelmiszeripari alkalmazasok. Szamos cikk
és konyv jelent meg ebben a téméban [38], [54]. Célunk Nazar-Arifin-Pop
szerz6harmas 2006-ban megjelent fliggdleges siklapra vonatkozo vizsgélata-
nak kiterjesztése arra az esetre, amikor a siklap és kornyezé folyadék kozott
nagy a hémérsékletkiilonbség [53].

Jelolések
g [ms™?] gravitacios gyorsulas
K |m?] porozus kozeg atereszts képessége
L [m)| referencia hossz
n,m |-| hasonlosagi kitevk
Nu [+ Nusselt-szam
Ra |-] Rayleigh-szam
T |K] folyadék homérséklete
T, |K] referencia hémérséklete
Ty |K] kérnyezé kozeg hémeérséklete
U, v |ms™! az T és ¢ iranyu dimenzios sebesség komponensek
u, v |- dimenziémentes sebesség komponensek
z,y |m] dimenzios derékszogi koordinatak
z,y | dimenziémentes valtozok
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Gorog szimbolumok

Qo [M?s™ hémérseklet-vezetési egyiitthato
B, Bo [ K1 hétagulasi egyiitthatok

o [+ paraméter

e |- kevert peremfeltétel paramétere
n [-] hasonlosagi valtozo

v [m?s™! kinematikai viszkozités

p [kgm™3] folyadék stirtisége

Poo [kgm ™3] kornyez6 folyadék strtisége

O [ dimenziémentes hémérséklet

U |Pal aramfiiggvény

5.2. AZ ARAMLAST LEIRO EGYENLETEK

Tekintsiink egy porédzus kozegbe helyezett fliggsleges siklapot. Vizsgéljuk
a T, hémérsékletii folyadékkal telitett pordzus kozeghbe helyezett fliggsleges
siklap mentén kialakulé szabad konvektiv dramlast. A mozgasi és termikus
hatarrétegeket vizsgéaljuk a siklap mentén. Az Z a siklappal parhuzamos, az y
pedig az arra merdleges dimenzios koordinata. Az T és g irdnyoknak megfeleld
dimenzios sebességkordinatakat az u(z,y) és v(z,y) jeloli (5.1 abra).

5.1. abra. Az adramlas fizikai modellje
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A szakirodalom alapjan a hatarréteg egyenletek felirdsakor az alabbi fel-
tételeket tessziik [45], [62]:

(i) A konvektiv folyadék és a porozus kozeg termodinamikai egyensilyban
van;

(ii) a folyadék hémérséklete forraspont alatti;

(iii) a konvektiv aramlast a kozeg két hatara kozotti strtségkiilonbség in-
dukalja;

(iv) a folyadék viszkozitasa, hévezetése, illetve a porozus kozeg atereszts ké-
pessége allando.

Ha az aramlas allandosult és a folyadék stirtisége konstans, akkor a kozeg
Osszenyomhatatlansagat az alabbi folytonossagi egyenlettel irjuk fol:

ou 0v

2% 05

Porézus kozegben torténd adramlés esetén a Naviere-Stokes-egyenletet a
Darcy-torvénnyel helyettesitjitk. Allandé stirtiséget feltételeziink a kozegben,
kivéve a siklap mentén. A fliggSleges siklap és a pordzus kozeg kozotti kis
hémérséklet-valtozas esetén a folyadék stirtisége a felhajtoerd, a tehetetlenség,

illetve a viszkozitas figyelembevételével a Boussinesq-féle kozelitést alkalmaz-
va adhat6é meg:

— 0. (5.1)

P = pooll = B1(T — T, (5.2)
ahol p a folyadék stirtisége, T' a folyadék hémérséklete, p., jeloli a kornyezé
folyadék stirtiségét, melynek hémérséklete T, és 31 a h6tagulasi egyiitthatoja.

Amikor a siklap és a kornyezé folyadék kozott viszonylag nagy a hémérséklet-
kiilonbség, akkor a striiség leirdsara nemlinearis kozelitést szoktak alkalmazni
(see [22], [62], [63]:

P = pooll — Bao(T — TOO)2]7 (5.3)
itt By a masodfoku kozelités hotagulasi egyiitthatoja. Az (5.2) és (5.3) line-
aris és kvadratikus hémérséklet-valtozassal jellemzett stirtiségi egyenletekhez
a Darcy torvény alapjan [63] az alabbi mozgas egyenlet jarul:

9K Bs

v
ahol g a gravitacios gyorsuléds, K a porozus kozeg atereszts képessége, v jeloli a
kinematikus viszkozitéast, tovabbéa a 6 = 1 esethez a linearis h6mérsékletfiiggés

(T — Th)’, (5.4)

u =
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tartozik az (5.2) egyenlettel, mig a § = 2 a kvadratikus kozelités esete az (5.3)
egyenlettel.
Az energiamegmaradast az alabbi egyenlettel fejezziik ki:

0T _dT 0T

u% + va—g = @ma—gw

itt oy, a folyadékkal telitett porozus kozeg hémérséklet-vezetési egyiitthatoja.
Definialjuk az alabbi dimenziémentes valtozokat:

(5.5)

r=2/L, (5.6)

y = Ra2(y/I), (5.7
u= Ra "(L/a,,), (5.8)

v = Ra"V*(L/om)v, (5.9)
0=(T-Tx)/(T, — Tx), (5.10)

ahol L a siklap hossza, T, a porozus kozeg referencia hémérséklete,
Ra = gKp1(T, — Two)L/ v

a 0 = 1 esethez tartozé Rayleigh-szam, mig § = 2 esetén
Ra = gKBo(T, — Too)*L/ a1

Az (5.6)-(5.10) egyenletekkel definialt dimenziomentes valtozokat behe-
lyettesitve a hatarréteg aramlast modellezs (5.1), (5.4) és (5.5) egyenletekbe,
az alabbi dimeniziomentes egyenletrendszer irhaté {61 (lasd Pop and Ingham

[56]):

ou  Ov
—+—=0 5.11
w=0° (5.12)
o0 00 0%
- — - 5.13
Yor + Uay oy?’ (5.13)
melyenek keressiik a megoldasat az kovetkezd peremfeltételek mellett:
a siklap mentén (y = 0)
v(z,0) =0, (5.14)

al/2
A(@)(T, — To)0(x,0) — B(x)(T, — TOO)RT (g—z) =0l 519

50

10.14750/ME.2015.008



5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

és tavol a feliilettsl (y — oo)
0(z,y) — 0, (5.16)

ahol A, B és C az z fiiggvényei.
Folytatva a modell vizsgalatat bevezetjiik a ¢ aramfiiggvényt a kévetkezd

formaban:
oy’ Oz’

Ezek utan az (5.11) folytonossagi egyenlet atomatikusan teljesiil, az (5.12) és
(5.13) egyenletekbdl pedig adodik

W _
oy

(5.17)

0, (5.18)

ovon_ovon _ o 510
dy O0x  Oxdy Oy? '

Az (5.14) kezdeti feltételre is alkalmazva az aramfiiggvényt

oY B

Most keressiik az (5.18) és (5.19) egyenletek hasonlosagi megoldasat az alabbi
alakban:

dle,y) =arf(n), Or,y)=a"h(n), n=2a"y. (5.20)
Az (5.20) a (5.18) és (5.19) egyenletekbe tortént behelyettesités utéan:

2Pt = (x7h)°, (5.21)

Mg f'h — pfH) = "N, (5.22)

ahol a derivaltak n szerinti derivalast jelolnek.

Most két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: (6 = 1) Ekkor a kitevék p =1+4+n, ¢ =1+ 2n és r = n, igy az (5.21)
és (5.22) egyenletek a kovetkezSképpen irhatoak fel:

f=nh, (5.23)
h" — (14 2n) f'h+ (1 +n)fh' = 0. (5.24)
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A (5.14)-(5.16) peremfeltételek pedig az alabbi alakban:
n=0:

f(0) =0, (5.25)
a(z)(T, — Ts)h(0) — b(x)(T} — To)*?H'(0) = 1, (5.26)
n— 00 :

h(n) — 0, (5.27)

ahol az a(r) és b(x) figgvényekre a kovetkezs formulak érvényesek:

A(@) 140 B(x) , gKp 2
— "ob() = +on . 2

a(x) C(x)x . b(x) C(x)x -7 (5.28)

Az (5.23)-(5.24) egyenlet-rendszernek az (5.25)-(5.27) peremfeltételekkel
csak akkor van hasonlosagi megoldéasa, ha fenti fliggvények konstans értékiiek.
Megadjuk az a, b konstansokat illetve a T, és T, hémérsékleteket tgy, hogy
teljesitsék az alabbi egyenlGséget:

W(T, — Ts)*? + a(T, — Ts,) = 1. (5.29)

Amikor £ = b(T, — Tx)*?, az (5.26) homérsékleti peremfeltétel a kvet-
kezé:

(1 — £)h(0) — el/(0) = 1. (5.30)

Megjegyezziik, hogy € = 0 esetén 0(x,0) = z'**" az elsirt feliileti hé-
mérséklet, e = 1 esetén a (96/0y),—0 = —a'™" a feliileten el6irt hofluxus,
mig ¢ — oo esetén a kevert peremfeltétel adott a (06/0y)y—0 = —2"0(x,0)
egyenlettel.

2. eset: (0 = 2) Ekkor a kitevék p =1+ m, ¢ = (1 +2m)/2 és r = m,
ennek megfelelGen az (5.21) és (5.22) egyenletek a kovetkezGek:

' =h? (5.31)

1+2m
2

Az (5.14)-(5.16) peremfeltételek az alabbi formaba irhatoak,
han=0:

h//

f'h+ (1 +m)fh =0. (5.32)

f(0)=0, (5.33)
a(x) (T, — T )R(0) — b(z)(T;, — Tio)?h'(0) = 1, (5.34)
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n— 00 :
h(n) — 0, (5.35)
ahol a(z) és b(x) adott, mint
xXr 14+2m A 1+4m 1/2
a(x) = éEx;xT, b(x) = %3:7 (ji(—yﬁ]:) : (5.36)

Csak abban az esetben létezik az (5.31)-(5.32) egyenletrendszernek az
(5.33)-(5.35) peremfeltételek mellett hasonlosagi megoldésa, ha az a(x) és
b(x) fiiggvények konstans értékiek. Az a, b konstansokat illetve T, és T,
hémérsékleteket ugy kell megvalasztanunk, hogy kielégitsék az alabbi egyen-
letet:

W(T, — Ty)® +a(T, — Ty) = 1. (5.37)

Bevezetjiik az ¢ = b(T, — Ty )? formulét, igy az (5.34) hémérsékleti pe-
remfeltétel az alabbi forméaba irhato:

(1 —¢)h(0) —eh'(0) = 1. (5.38)

Sziikséges megjegyezni, hogy ¢ = 0 esetén 0(z,0) = 2U0+2™/2 az elsirt
feliileti homérseklet, e = 1 esetén a (90/0y),—o = —z'/>72™ a feliileten eléirt
héfluxus, mig e — oo esetén a kevert peremfeltétel (00/0y),—o = —26(z, 0).

5.3. EGZAKT MEGOLDAS

Alkalmazva a Boussinesq-féle kozelitést, egy esetben, amikor az n = 0, 1é-
tezik egzakt megoldas. Az (5.23), (5.24) kozonséges differencidlegyenlet-
rendszernek az (5.25), (5.27) és h(0) = —h/(0) (¢ — oo) peremfeltételekkel az
alabbi zart alakt megoldasa adhato meg:

fn)=1—=¢e"" h(n)=e".

Az dramlasok komplexitasabol adodoan, altaldnosan nem lehetséges zart
alakl megoldés megadasa.

5.4. EREDMENYEK

Nazar és szerzétarsai [53] a Keller-box modszerrel oldottdk meg kiilénbozs
n paraméter értékekre az (5.23), (5.24) egyenletekbdl és az (5.25)-(5.27) fel-
tételekbdl allo peremérték feladatot. Numerikus megoldast allitottunk els a
fent emlitett két peremérték feladatra MAPLE 12 szimbolikus szoftverrel. A
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kozelité megoldasokat a dsolve beépitett peremérték feladat megoldd alkal-
mazasaval hataroztuk meg. Els6 megoldandé feladat a linearis hémérséklet-
strtiseg fiiggésbdl felirt (5.23), (5.24) egyenletek a hozzatartozo (5.25)-(5.27)
feltételekkel. A masik feladatot a kvadratikus h&mérséklet-strtiség fiiggésre
vonatkozo (5.31), (5.32) egyenletek és az (5.33)-(5.35) hozzatartozo feltételek
alkotjék.

Lineéris homérsékletfiiggés esetén (§ = 1) végzett szamitési eredményein-
ket foglaltuk ossze az (5.1)-(5.3) tablazatokban, ahol az n paraméter vélto-
zasanak (—2/3 < n < 1) hatésa figyelhet6 meg az ¢ = 0, e = 1 és e — o0
esetén, ezen eredményeket Osszehasonlitva Nazar és szerzétarsai [53| eredmé-
nyével kivalo egyezdséget mutatnak.

Masodfoka hémérsékletfiiggésre (0 = 2) szamitott numerikus eredménye-
ket ab (5.4) tablazat tartalmazza mindharom esetre (¢ =0, =1, ¢ — ),
amikor —2/3 < m < 100. Tovabba az (5.5)-(5.7) tablazatokban megtalalha-
t6 a —h'(0), h(0) és h(0) = —h'(0) értékek Osszehasonlitasa § = 1 és 0 = 2
esetén.

Numerikus eredményeink csokkend tendencidja jo egyezést mutat a Na-
zar ¢s szerztarsai altal publikalt eredményekkel [53]. Az 5.5-5.10 abrakon
megfigyelhets, hogy az n vagy m paraméter novelése mellett a sebesség és
hémérséklet profil is csokkend.

A feladat fizikai aspektusaban az Nu Nusselt-szam értéke meghatarozo,
amely az altalunk vizsgalt lineéaris és masodrendi esetekben az alabbi formu-
lakkal irhato fol:

Nu = —z'"""VRa I'(0) as 6=1
és
Nu = —z'**2"\/Ra '(0) as 6 =2.

Szamitasaink azt mutatjak, hogy mindkét esetben - mind az n mind az m
paraméterek novekedésével - a Nusselt-szam is novekszik.
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.1. tablazat. Linearis homérsékletfiiggés (& = 1) esetéhez tartozdé —h'(0)
értékek elsirt feliileti hmérséklet (e = 0) mellett

f'=h Nazar és szerz6tarsai [53]  Sajat szamitasok

n —1(0)( = 0) —1(0)( = 0)
-2/3 0,0000 0,00000
-5/8 0,1620 0,16203
S 1/2 0,4437 0,44374
-3/8 0,6266 0,62655
-1/3 0,6776 0,67764
-1/4 0,7704 0,77036
-1/8 0,8923 0,89234
0 1,0000 1,00000
0,1 1,0786 1,07858
0,2 1,1519 1,15191
0,3 1,2209 1,22090
0,4 1,2862 1,28624
0,5 1,3484 1,34845
1 1,6443 1,64213

-h'(0)
—|-f'=h
. Fr=h"2

44
4+
3 ./././

4
/

/f

i

400 08 060 -040 020 000 0,20 0.40 0,60 0,80 1,00 120 T

5.2. abra. A —h'(0) értékek valtozasa a § = 1 és a § = 2 esetekre, amikor
e=0
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.2. tablazat. Linearis h6mérsékletfiiggés (6 = 1) esetéhez tartozo h(0) értékek
elsirt feliileti hofluxus (e = 1) mellett

f'=h Nazar és szerz6tarsai [53]  Sajat szamitasok

n h(0)(e = 1) h(0)(z = 1)
-2/3 . ,
- 5/8 3,3645 3,36454
S1/2 1,7188 1,71886
-3/8 1,3657 1,36571
-1/3 1,2962 1,29617
- 1/4 1,1900 1,18996
S1/8 1,0789 1,07889
0 1,0000 0,99999
0,1 0,9508 0,95081
0,2 0,9100 0,91002
0,3 0,8754 0,87540
0,4 0,8455 0,84550
0,5 0,8193 0,81929
1 0,7237 0,72367
h(o)
—--—f'=h
——f'=h"2

-0,80 -0,60 -0,40 0,20 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20

5.3. dbra. A h(0) értékek véltozésa a § =1 és a 0 = 2 esetekre, ha e = 1
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.3. tablazat. Linearis h6mérsékletfiiggés (6 = 1) esetéhez tartozo h(0) értékek
kevert hémeérsekleti peremfeltétel (e — oco) mellett

f'=h Nazar és szerzétarsai [53] Sajat szamitasaink
n h(0) = =R (0)(e = o0)  h(0) = —=h'(0)(e — o0)
-2/3 - -
-5/8 - -
-1/2 - -
-3/8 1,9080 2,53540
-1/3 1,8007 2,16579
-1/4 1,6735 1,67379
-1/8 1,2457 1,24596
0 0,9912 0,99136
0,1 0,8516 0,85179
0,2 0,7445 0,74564
0,3 0,6626 0,66438
0,4 0,5968 0,59847
0,5 0,5411 0,54444
1 0,3710 0,37500
h(0)=h'(0)
& —m—f'=h
X —o—f'=ht2

-0,80 -0,60 -0,40 0,20 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20

5.4. dbra. A h(0) értékek véltozésa a § =1 és a 0 = 2 esetekre, ha ¢ — oo
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.4. tablazat. Masodrendd hémérsékletfliggés (0 = 2) esetéhez tartozéo —h'(0)
(e=0),h0) (e=1)és h(0)=—h(0) (¢ = c0) értékek

f/ — h2
m  —R(0)(e=0) h(0)(c=1) h(0)=—1(0)(c — o)
-3/4 0,00004 - -
-2/3 0,18029 2,35499 2,51375
- 13/20 0,20572 2,20387 4,86134
- 31/48 0,21177 2,17212 472248
-5/8 0,24042 1,89620 4,14615
-1/2 0,37653 1,62920 2,64990
-3/8 0,47946 1,44378 2,07758
-1/3 0,50952 1,40055 1,95417
-1/4 0,56514 1,32988 1,76064
-1/8 0,63993 1,24979 1,55368
0 0,70710 1,18898 1,40533
0,1 0,75665 1,14941 1,31287
0,2 0,80321 1,11562 1,23644
0,3 0,84726 1,08625 1,17191
0,4 0,88915 1,06037 1,11650
0,5 0,92918 1,03729 1,06824
1 1,10798 0,94995 0,89539
1,1 1,14041 0,93635 0,87687
1,3 1,20264 0,91181 0,83149
1,5 1,26182 0,89018 0,79250
2 1,39890 0,84545 0,71484
3 1,63907 0,78107 0,61010
4 1,84833 0,73553 0,54102
) 2,03621 0,70078 0,49110
10 2,79200 0,59846 0,35815
20 3,88522 0,50733 0,25738
50 6,08222 0,40547 0,16441
100 8,07268 0,34154 0,11664
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.5. tablazat. A —h'(0) értékek Osszehasonlitasa a 6 = 1 és a § = 2 esetekre
e = 0 mellett

f/ =h f/ _ h2

n/m —HK(0)(e =0) —h(0)(c=0)
-2/3 0,00000 0,18029
-5/8 0,16203 0,24042
-1/2 0,44374 0,37653
-3/8 0,62655 0,47946
-1/3 0,67764 0,50952
-1/4 0,77036 0,56514
-1/8 0,89234 0,63993
0 1,00000 0,70710
0,1 1,07858 0,75665
0,2 1,15191 0,80321
0,3 1,22090 0,84726
0,4 1,28624 0,88915
0,5 1,34845 0,92918
1 1,64213 1,10798

59

10.14750/ME.2015.008



5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.6. tablazat. A h(0) értékek Gsszehasonlitdsa a 0 = 1 és a 0 = 2 esetekre
e = 1 mellett

f/ =h f/ _ h2

n/m h(0)(e=1) h(0)(=1)
-2/3 - 2,35499
-5/8 3,36454 1,89620
-1/2 1,71886 1,62920
-3/8 1,36571 1,44378
-1/3 1,29617 1,40055
-1/4 1,18996 1,32988
-1/8 1,07889 1,24979
0 0,99999 1,18898
0,1 0,95081 1,14941
0,2 0,91002 1,11562

0,3 0,87540 1,08625
0,4 0,84550 1,06037
0,5 0,81929 1,03729

1 0,72367 0,94995
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5. HATARRETEG ARAMLAS POROZUS KOZEGBEN

5.7. tablazat. A h(0) értékek Gsszehasonlitdsa a 0 = 1 és a 0 = 2 esetekre
e — oo mellett

f/ =h f/ — h2

n/m  h(0) =—=h'(0)(e = o0) h(0) =—1(0)(e = o0)
- 9/3 - 5,51375
_5/8 ] 4,14615
12 ] 2,64990
-3/8 2,563540 2,07758
-1/3 2,16579 1,95417
-1/4 1,67379 1,76064
-1/8 1,24596 1,55368
0 0,99136 1,40533
0,1 0,85179 1,31287
0,2 0,74564 1,23644
0,3 0,66438 1,17191
0,4 0,59847 1,11650
0,5 0,54444 1,06824
1 0,37500 0,89539
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0=1
0,8
0,6
/ (T]) n=-0,5;-3/8;-1/4; 0; 0,2; 0,5
0,4
0,2
0_ 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
n
1
6=2
0,8
0,6
f'(n)
0.4+ m = -0,5; -3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,4; 1
0,2
0- —
0 1 2 3 4 5 6 7

5.5. abra. Sebességeloszlasok € = 0 esetén
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0,84

0,6

g n=-0,5; -3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,5

0,24

m=-0,5; -3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,4; 1

5.6. 4bra. Hémérsékleteloszlasok ¢ = 0 esetén
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2,5

f'(n) 13

n=-0,5;-3/8;-1/4;0; 0,2; 0,5

0,5

2,5

1,5

m=-0,5;-3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,4; 1

0,54

5.7. abra. Sebességeloszlasok € = 1 esetén
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1,6

1,4

1,2

n=-0,5;-3/8;-1/4; 0; 0,2; 0,5
0,6

0,4

0,24

[
—
[\
w
N
W
(o))
-

1,6

1,4

12

m = -0,5; -3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,4; 1

0,6
0,4
0,2
0 T T T T L T T
o 1 2 3 4 5 6 7
n

5.8. dbra. Hémérsékleteloszlasok € = 1 esetén
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n= -3/8;-1/4;0;0,2; 0,5; 1

m=-1/2;-3/8; -1/4; 0; 0,2; 0,4; 1

|

5.9. abra. Sebességeloszlasok kevert peremfeltétel esetén (¢ — 0o)
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h i
(ﬂ) n= -3/8;-1/4;0;0,2; 0,5; 1
_2_
60=2
2
h(ﬂ) m=-1/2;-3/8; -1/4;0; 0,2; 0,4; 1
1_
O 1 1 1 1
5 6 7 8
-1
' m=-1/2;-3/8;-1/4;0;0,2; 0,4; 1
h'(n)
-2

5.10. abra. Hémeérsekleteloszlasok kevert peremfeltétel esetén (¢ — 0o)
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6. OSSZEFOGLALAS, TEZISEK

6.1. OSSZEFOGLALAS ES TERVEZETT KUTATASI IRANYOK

Az értekezésben négy, a miiszaki gyakorlatban el6fordulé peremérték feladat
numerikus és analitikus megoldédsdnak meghatarozasat mutattam be, ame-
lyek matematikai modelljei newtoni és nem-newtoni folyadékok siklap menti
hatarréteg aramléasat irjék le.

Els6ként o d6lésszogi szallitoszalagon 6mlesztett anyag szallitasa soran ki-
alakul6 hatarréteg aramlast vizsgaltunk. Az 6mlesztett anyagot nem-newtoni
folyadékként modelleztiik, a jelenségre folyadékaramlasi feladatot irtunk fol.
A kovetkezs fejezetben a hegesztés, illetve forrasztas soran megfigyelhets in.
Marangoni-hatas leirdsaval foglalkoztunk. A feliileti fesziiltség altal indukalt
aramléast parcialis differencidlegyenlet-rendszerrel adjuk meg, melynek meg-
hataroztuk egy exponenciélis sor alakt megoldasat. Harmadikként foliak és
lemeztablak gyartasédnal el6fordulé mozgo, ateresztd siklap mentén kialakuld
konvektiv hatarréteg aramlast tanulményoztunk. A folyamatot leiré parciélis
differencialegyenlet-rendszer peremérték feladatat vizsgaltuk. Végil folya-
dékkal telitett porozus kozegbe helyezett fiiggsleges siklap mentén kialakulo
hatarréteg aramlas matematikai leirasat adtuk meg. Ez a modell a miszaki
gyakorlatban hdécserélsk, illetve energiahatékony épiiletek tervezésénél hasz-
nalhato.

Az értekezésben nem-newtoni és newtoni folyadékok aramlasét leird parci-
alis differencidlegyenlet-rendszerek peremérték feladatait vizsgéltuk. A vizs-
galatok soran hasonlosagi valtozot és hasonloséagi fiiggvényeket vezettiink be.
A hasonlosagi modszer alkalmazéaséval a parcidlis differencidlegyenlet-rend-
szereket visszavezettiik kozonséges differencidlegyenlet-rendszerekre, amelyek
megoldasait vizsgaltuk, illetve a feladatokban szerepld paramétereknek a meg-
oldasokra gyakorolt hatasat. A numerikus megoldasokat MAPLE 12 prog-
ramban készitettiik el, néhédny programkodot a mellékletekben ismertetiink.

Jovébeli kutatési iranyok kozott elsédleges az elméleti eredmények gya-
korlati alkalmazasa lehet. Konkrét fizikai jelenségek, kisérleti mérések elvég-
zése a matematikai modellek megoldasainak validalasara. Illetve olyan ipari
feladatok feltérképezése, ahol az alap modellek alkalmazhatoak és tovabbfej-
leszthetSek gyartési, fejlesztési vagy akar optimalizalasi eljardsok soréan.
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6.2. TEZISEK
6.2.1. 1. TEz1s

Meghataroztam egy o dolésszogi szallitdészalagon lefelé torténd,
nem-newtoni folyadékként modellezett, 6mlesztett anyag allandé-
sult szallitasa soran a szallitészalag feliilletén az aramlé kozegben
az anyag sebességének eloszlasat. Numerikus szamitasok alapjan
megallapitottam, hogy az n hatvanykitevs, a ¢ koncentracio, illet-
ve a 7 anyagjellemz6 paraméter novelése csokkenti a mozgé feliilet
feletti rétegben a sebesség nagysagat, mig az o délésszog novelése
sebességnovekedést okoz.

Tézishez tartozo publikacioim: [S1], [S3], [S10], [S11]

6.2.2. II. TEZIS

20 2

Elgallitottam newtoni folyadékban a feliileti fesziiltség altal indu-
kalt aramlas, az an. Marangoni-jelenség megoldasat exponencia-
lis sor alakjaban, illetve eljarast adtam meg az exponencialis sor-
ban szereplé egyiitthaték meghatarozasara. Numerikus szamitasok
alapjan megallapitottam, hogy az m hatvanykitevé novelése csok-
kenti a hatarrétegben kialakul6é sebesség nagysagat, tovabba az m
hatvanykitevs vagy a Pr Prandtl-szaAm novelése a hatarréteg vastag-
sagat noveli. Kis Prandtl-szamok (Pr < 2,5) esetén a hatarrétegbeli
hémérséklet értékek csokkennek Pr novelésével, mig nagy Prandtl-
szamok (Pr > 2,5) esetén a Pr novekedésének hatasa ellentétes.

Tézishez tartozo publikacioim: [S4|, [S7], [S8], [S9]

6.2.3. 1I1I. TEz1s

A mozgd, atereszts siklap folotti hatarréteg dramlas matematikai
modelljének hasonlésagi megoldasait adtam meg numerikusan. Az
elvégzett szamitasok alapjan megallapitottam, hogy az n hatvanyki-
tevé novelése csokkenti a hatarrétegben kialakulé sebesség nagysa-
gat, az n hatvanykitevs, a Pr Prandtl-szam, az f,, atereszts képes-
ség és a A\ sebességarany értékeinek novelése mellett a hatarrétegbeli
hémérséklet nagysaga és a termikus hatarréteg vastagsaga csokken.
Az a h6atadassal aranyos paraméter novelése a mozgod siklap men-
ti h6mérsékletet noveli, de a termikus hatarréteg vastagsagat nem
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valtoztatja.
Tézishez tartozo publikacioim: [S2], [S12], [S13|, [S14], [S15], [S20]

6.2.4. IV. TEZIS

A folyadékkal telitett porézus kozegben elhelyezett fiiggtleges sik-
lap mentén kialakulé hatarréteg aramlas matematikai modelljéhez
megadtam a hasonlésagi megoldasokat linearis és masodfoku stirtiség-
hémérséklet Osszefiiggés esetén numerikusan és specialis esetben
analitikusan. A numerikus megoldasok elgallitasa utan megallapi-
tottam, hogy mindharom esetben (¢ =0, ¢ =1 és € — 00) az n és m
hatvanykitevék novelése a hatarrétegben a sebesség és hémérséklet
értékek csokkenését eredményezi.

Tézishez tartozo publikacioim: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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7. SUMMARY

7.1. SUMMARY AND FUTURE RESEARCH DIRECTIONS

In this PhD dissertation I presented the numerical and the analytical solu-
tions to four boundary values problems, which occur in every day technical
practices. The considered mathematical models describe boundary layer flows
of Newtonian and non-Newtonian fluids along flat plate.

Firstly the boundary layer flow was investigated in bulk materials during
the transportation on the conveyor belt, which has an «a angle of inclination.
The bulk material was modelled as non-Newtonian fluid and we examined
this fluid flow phenomenon. In the next section, the so-called Marangoni ef-
fect was described, which occurs during welding or soldering processes. This
flow was induced by surface tension and was described by a system of partial
differential equations. The solution of the system was determined in the form
of power series. After that a convective boundary layer flow model was studi-
ed, which occurs in the manufacturing processes of films and sheets produced
over a moving and permeable flat plate. We investigated the boundary value
problem of the system of partial differential equations. Finally, we considered
the boundary layer flow along a vertical flat plate in fluid saturated porous
medium. This model can be used in the technical practice to design heat
exchange and energy efficient building elements.

In the dissertation, the flows of non-Newtonian and Newtonian fluids we-
re described by boundary value problems of a system of partial differential
equations. Similarity variables and similarity functions were introduced in
order to reduce the system of partial differential equations to a system of or-
dinary differential equations. We have solved these boundary value problems
by using the symbolic algebra software Maple 12. Some program codes are
presented in the appendix.

In my future research I would like to apply the obtained theoretical results
in to practice. Specific physical phenomena and experimental measurements
will be performed to validate the solutions of the mathematical models. In
addition, I intend to find out how my models can be applied in industrial app-
lications ad then how they can be improved for manufacturing, development
and optimization.
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7.2. THESES
7.2.1. I. THESIS

I have determined the velocity profiles in the bulk materials mo-
delled as non-Newtonian fluid, during steady transportation on the
conveyor belt with an o angle inclination. Based on the numerical
calculations, I found that increasing the exponent n, the concentra-
tion ¢ and the material characteristic parameter v leads to a decrea-
se in the value of the velocity in the layer above the moving surface,
while this value increases if the angle of inclination « increases.

My publications concerning this thesis: [S1], [S3], [S10], [S11]

7.2.2. II. THESIS

I have calculated the solution of surface tension induced flow the
so-called Marangoni effect of the Newtonian fluid in a power series
form. I gave a method to determine the coefficients of the power
series. Based on numerical calculations, I observed that the values
of velocity decrease in the boundary layer as the power exponent
m increases, moreover the boundary layer thickness increases as
m or the Prandtl number Pr increases. For low Prandtl numbers
(Pr < 2,5), the values of the temperature decrease as Pr increases
and for high Prandtl numbers (Pr > 2,5), the influence of Pr is
opposite.

My publications concerning this thesis: [S4], [S7], [S8], [S9]

7.2.3. II1I. THESIS

I have determined the similarity solutions to the mathematical mo-
del of the boundary layer flows over a moving permeable flat plate
numerically. Based on the numerical calculations, I found that the
increase of the power exponent n leads to a decrease in the value
of the velocity in boundary layer. Moreover, increasing exponent
n, Prandtl number Pr, permeability f, and velocity ratio \ leads
to a decrease in the temperature in the thermal boundary layer
and the value of the boundary layer thickness. The plate surface
temperature increases as the heat transfer parameter a increases
and the thermal boundary layer thickness does not change.
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My publications concerning this thesis: [S2], [S12], [S13], [S14], [S15], [S20]

7.2.4. TV. THESIS

I have calculated the similarity solutions to the boundary layer
flow along a vertical flat plate placed in fluid saturated porous me-
dium in linear and quadratic density-temperature variation cases
numerically and in one case analytically. Based on the numerical
calculations, I found that in all three cases (¢ =0,c=1and € — )
the increase of the power exponent n or m leads to a decrease in the
values of the velocity and the temperature in the boundary layer.

My publications concerning this thesis: [S5], [S6], [S16], [S17], [S18], [S20]
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MELLEKLET

AZ EXPONENCIALIS SOR EGYUTTHATOINAK SZAMITASA A
MARANGONI-HATAS MOZGASEGYENLETEBEN

>
>
>
>
>
>
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>
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>
>
>
>
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>
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>

restart;

A[0]:=3/(m + 2);

for k from 1 to 10 do L[k]:=kA[k]; od;

for k from 1 to 10 do M[k]:=k~2A[k]; od;

for k from 1 to 10 do N[k]:=k"3A[k]; od;
f:=s->(y(A[O]+A[1]s+A[2]s~2+A[3]s~3+A[4]s~4+A[5]s~5+A[6]s"6
+A[7]s"7+A[8]s"8+A[9]s"9+A[10]s"10));
fp:=s->-(y~2(L[1]s+L[2]s"2+L[3]s"3+L[4]s"4+L[5]s~5+L[6]s"6
+L[7]s~7+L[8]s"8+L[9]s"9+L[10]s"10));
fpp:=s->(y~3(M[1]s+M[2] s~2+M[3] s~ 3+M[4] s~4+M[5] s~5+M[6]s~6
+M[7]1s~7+M[8]s~8+M[9]s~9+M[10]s~10));
fppp:=s->-(y~4(N[1]s+N[2]s~2+N[3]s~3+N[4]s~4+N[5]s~5+N[6]s"6
+N[7]1s~7+N[8]s~8+N[9]s~9+N[10]s~10));
Eql:=fppp(s)+((m+2)/3)f(s)fpp(s)-(((2m)+1)/(3)fp(s)) (fp(s));
aa:=simplify(Eql);

bb:=convert (aa,polynom) ;

coeff(bb,s,2);
A[1] :=simplify(solve(coeff(bb,s,0)=0,A[1]));
A[2] :=simplify(solve(coeff(bb,s,2)=0,A[2]));

subs(A[2] ,bb) ;
A[3] :=simplify(solve(coeff(bb,s,3)=0,A[3]));

subs(A[3],bb); A[4]:=simplify(solve(coeff(bb,s,4)=0,A[4]));
subs (A[4],bb); A[5]:=simplify(solve(coeff(bb,s,5)=0,A[5]));
subs(A[5],bb); A[6]:=simplify(solve(coeff(bb,s,6)=0,A[6]));
subs(A[6],bb); A[7]:=simplify(solve(coeff(bb,s,7)=0,A[7]1));
subs(A[7] ,bb); A[8]:=simplify(solve(coeff(bb,s,8)=0,A[8]));
subs(A[8],bb); A[9]:=simplify(solve(coeff (bb,s,9)=0,A[9]));
subs(A[9],bb); A[10]:=simplify(solve(coeff (bb,s,10)=0,A[10]
));

f(s);

fp(s); fpp(s);
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restart;

f(s); fp(s); fpp(s);

for k to 10 do R[k]:=kB[k] end do;;

for k to 10 do P[k]:=k~2B[k] end do;
W:=B[0]+B[1]s+B[2]s~2+B[3]s~3+B[4]s~4+B[5]s~5+B[6]s"6+
B[7]s~7+B[8]s~8+B[9]s~9+B[10]s~10;

Wp:=-y(R[1]s+R[2] s~ 2+R[3]s~3+R[4]s~4+R[5]s~5+R[6]s~6+
R[7]s~7+R[8]s~8+R[9]s~9+R[10]s"10);

Wpp:=y~2(P[1]s+ P[2]s~2+P[3]s~3+P[4]s~4+P[5]s~5+P[6]s~6+
P[7]s~7+P[8]s~8+P[9]s~9+P[10]s~10);

Pr:=pr; Eq2:=Wpp(s)/Pr+((m+2)(1/3))f(s)Wp(s)-(1+m)fp(s)W(s);
aaa:=simplify(Eq2);

coeff (bbb,s,1); B[0]:=simplify(solve(coeff(bbb,s,0)=0,B[0]));
B[1] :=simplify(solve(coeff (bbb,s,1)=0,B[1]));

coeff (bbb,s,2); B[2]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,2)=0,B[2]));
coeff (bbb,s,3); B[3]:=simplify(solve(coeff(bbb,s,3)=0,B[3]));
coeff (bbb,s,4); B[4]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,4)=0,B[4]));
coeff (bbb,s,5); B[5]:=simplify(solve(coeff(bbb,s,5)=0,B[5]));
coeff (bbb,s,6); B[6]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,6)=0,B[6]));
coeff (bbb,s,7); B[7]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,7)=0,B[7]));
coeff (bbb,s,8); B[8]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,8)=0,B[8]));
coeff (bbb,s,9); B[9]:=simplify(solve(coeff (bbb,s,9)=0,B[9]));
coeff (bbb,s,10); B[10] :=simplify(solve(coeff (bbb,s,10)=0,
B[10]));

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> bbb:=convert(aaa,polynom); degree(bbb,s); coeff(bbb,s,2);
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> W(s);
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>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

restart;

with(plots);

h:=10.00; n:=1; lambda:=-0.4;

Eql:=diff ((diff (f(eta),eta,eta))~(n-1) (diff (f(eta),eta,
eta)),eta)+f(eta) (diff (f(eta),eta,eta))/(n+1)=0;
Eq2:=diff ((diff (f (eta),eta,eta)) ~(n-1) (diff (theta(eta),
eta)),eta)+Pr f(eta) (diff(theta(eta),eta))/(n+1)=0;
bes:=f(0)=fw, (D(f))(0)=-lambda, (D(f)) (h)=1;
Fw:=[-1,0,2];

restart;

for 1 from 1 to 3 do

Df :=dsolve(eval(Eql,bcs,fw=Fw[1l]), [f(eta)],numeric,
output=listprocedure) ;

Ydf | |1:=rhs(Df [3])

end do;

plot ([Ydf||(1..3)],0..10,color=[red,blue,green],blabels=
[eta, (D(£)) (eta)]);
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restart;

with(plots);

a:=1; h:=7.6090; n:=0.5; fw:=0; lambda:=-0.4;

Eql:=diff ((diff (f(eta),eta,eta))~(n-1) (diff (f(eta),eta,
eta)),eta)+f(eta) (diff (f(eta),eta,eta))/(n+1)=0;
Eq2:=diff ((diff (f(eta),eta,eta)) (n-1) (diff (theta(eta),
eta)),eta)+Pr f(eta) (diff(theta(eta),eta))/(n+1)=0;
bes:=f(0)=fw, (D(f)) (0)=-lambda, (D(f)) (h)=1;
bcs2:=theta(h)=0, (D(theta)) (0)=-a(l-theta(0));
PR:=[2.5,7,15];

for k from 1 to 3 do
R:=dsolve(eval(Eql,Eq2,bcs,bcs2,Pr=PR[k]), [f(eta),
theta(eta)] ,numeric,output=1listprocedure);

Y| |k:=rhs(R[5]); YP||k:=-rhs(R[6]); Yf|l|k:=rhs(R[3])
end do;

print ([(YP|[(1..3))(0)1);
plot([Y[|[(1..3)],0..8.0,color=[red,green,bluel,
labels=[eta,theta(eta)]);
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>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

restart;

with(plots);

m:=m; inf:=20.0; bcsl:=f(0)=0, h(inf)=0, h(0)=1;
Eql:=diff (f(eta),eta)-h(eta)=0;
Eq2:=(101-100n) (diff (h(eta) ,eta,eta))-(1+2m) (diff (f (eta)
,eta))h(eta)+(1+m)f (eta) (diff (h(eta),eta))=0;
M:=[-2/3,-5/8,-1/2,-3/8,-1/3,-1/4,-1/8,0,0.1,0.2,0.3,
0.4,0.5,11;

for k to 14 do R:=dsolve(eval(Eql,Eqg2,bcsl,m=M[k]),
[f(eta) ,h(eta)],
numeric,output=listprocedure,continuation=n);
Yfv||k:=rhs(R[3])~2; Yh||k:=rhs(R[3]);

Yhv| |k:=rhs(R[4]); Yhvk||k:=rhs(R[3])+rhs(R[4]) end do;
print ([(Yh||(1..14))(0)]); print([(Yhv||(1..14))(0)]1);
print ([(Yhvk|](1..14))(0)]);

plot ([Yfv||(3,4,6,8,10,13)]1,0..8,1labels=[eta, (D(f)) (eta)],
color=[blue,red,green,gold] ,thickness=2);
plot([Yh|](3,4,6,8,10,13)],0..10,1labels=[eta,h(eta)],
color=[blue,red,green,gold] ,thickness=2) ;

78

10.14750/ME.2015.008



A7Z ERTEKEZES TEMAKOREBEN KESZITETT SAJAT
PUBLIKACIOK

Folyé6iratcikkek

[S1]

[52]

[S3]

[54]

[S5]

[S6]

Vadészné dr. Bognar Gabriella, Hricz6 Krisztian: Hatarréteg aramlés
lejtén, Miskolci Egyetem Kozleményei, Multidiszciplinaris tudoményok,
1. kotet (2011) 1. szam, pp. 111-118., ISSN 2062-9737

Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo: Similarity Solution to a Thermal
Boundary Layer Model of a non-Newtonian Fluid with a Convective
Surface Boundary Condition, Acta Polytechnica Hungarica, Vol. 8, No.
6, 2011, pp. 131-140., ISSN 1785-8860, IF 0.385

Gabriella Bognar, Imre Gombkots, Krisztian Hriczo: Power-law Non-
Newtonian Fluid Flow on an Inclined Plane, International Journal of
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, Vol. 6, No. 1,
2012. pp. 72-80., ISSN 1998-0140

Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo: Series Solutions for Marangoni Con-
vection on a Vertical Surface, Mathematical Problems in Engineering,
Hindawi Publishing Corporation, Vol. 2012, Article ID 314989, 18 pa-
ges, doi:10.1155/2012/314989, IF 1.383

Krisztian Hriczo, Gabriella Bognar: Numerical Analysis of Free Con-
vection from a Vertical Surface Embedded in a Porous Medium, To-
pics in Intelligent Engineering and Informatics, Applied Information Sci-
ence, Engineering and Technology, Springer, Vol. 7. 2014. pp 81-102.
doi:10.1007/978-3-319-01919-2_ 6

Vadaszné Bognar Gabriella, Hricz6 Krisztian: Porézus kozegbe helye-
zett fiiggbleges siklapon konvektiv hatarréteg aramlas vizsgalata, ME
Kozleményei, Multidiszciplinaris Tudomanyok, 3. kotet, (2013) 1. sz. pp
195-202. HU ISSN 2062-9737

79

10.14750/ME.2015.008



KONFERENCIAKOZLEMENYEK

Konferenciakozlemények

[S7] Hriczo Krisztian: A Marangoni effektus vizsgalata nemnewtoni kozegek-
re, Doktoranduszok Foéruma 2010, Miskolc, 2010. november 10. Miskolci
Egyetem Gépészmérnoki és Informatikai Kar Szekcidkiadvanya, Miskolci
Egyetem Innovacios és Technolégia Transzfer Centrum, pp. 68-73.

[S8] Gabriella Bognéar, Krisztian Hriczo: On the investigation of Marangoni
effect for Newtonian Fluids, XXV. microCAD International Scientific
Conference, University of Miskolc, Hungary, 31 March-1 April 2011, pp.
7-12. Section F: Mathematics and Computer Science, ISBN 978-963-661-
959-6

[S9] Bognar Gabriella, Hriczé Krisztian: A Marangoni hatas vizsgélata ha-
sonlésagi megoldasokkal, OGET 2011, 19th International Conference on
Mechanical Engineering, Sumuleu-Ciuc, April 28 - May 1, 2011 pp. 61-
64., ISSN 2068-1267

[S10] Vadaszné dr. Bognar Gabriella, Hriczo Krisztian: Hatéarréteg aramlas
ferde szallitoszalagon, Miszaki Tudomanyok az Eszak-Kelet Magyaror-
szagi régioban 2011. majus 18., pp. 357-364, ISBN 978-963-7064-25-8

[S11] Bognéar, G., Hriczé K., Gombkots I.: Non-Newtonian fluid flow down
an inclined plane, Proc. of the 9th ASME/WSEAS International Con-
ference on Fluid Mechanics & Aerodynamics, Florence, Italy, August
23-25, 2011. pp. 129-134., ISBN: 987-1-61804-026-8

[S12| Hriczoé Krisztian: Nemnewtoni folyadékok hatarréteg aramlasanak ha-
sonlosagi megoldésai konvektiv feliileti peremfeltételek mellett, Dokto-
randuszok Foéruma 2011, Miskole, 2011. november 08. Miskolci Egyetem
Gépészmérnoki és Informatikai Kar Szekcidokiadvanya, Miskolci Egyetem
Tudomaéanyszervezési és Nemzetkozi Osztaly, pp. 60-65.

[S13] Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo: Laminar thermal boundary layer
model for power-law fluids over a permeable surface with convective bo-
undary condition, in Recent Advances in Fluid Mechanics, Heat & Mass
Transfer and Biology, Harvard, Cambridge, USA, January 25-27, 2012.
pp. 198-203., ISBN:978-1-61804-065-7

[S14] Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo, Zoltan Cséati: Laminar thermal
boundary layer of a power-law fluid over a flat plate with a convective
surface boundary condition, XXVI. microCAD International Scientific
Conference, University of Miskolc, Hungary, 29-30 March 2012, E11,

80

10.14750/ME.2015.008



KONFERENCIAKOZLEMENYEK

Section E: Mathematics and Computer Science, ISBN 978-963-661-773-
8, 6 pages

[S15] Bognar Gabriella, Hriczo Krisztian: Termikus hatarréteg aramlas vizs-
galata hatvanykozegre, OGET 2012, 20th International Conference on
Mechanical Engineering, Cluj-Napoca, April 19 - 22, 2012 pp. 80-83.,
ISSN 2068-1267

[S16] Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo, Zoltan Csati: Investigation of the
boundary layer over a vertical plate embedded in porous medium, XX-
VII. microCAD International Scientific Conference, University of Mis-
kolc, Hungary, 21-22 March 2013, E5, Section E: Mathematics and Com-
puter Science, ISBN 978-963-358-018-9, 6 pages

[S17] Bognar Gabriella, Hriczo Krisztian: Hatarréteg aramlas numerikus
vizsgalata porozus kozegben, OGET 2013, 21st International Conference
on Mechanical Engineering, Arad, April 25 - 28, 2013 pp. 71-74., ISSN
2068-1267

[S18] Hriczoé Krisztian: Termikus hatarréteg dramlas vizsgalata folyadékkal
telitett pordzus kozeghen, Tavaszi Szél 2013., Budapest, pp. 184-190.,
ISBN 978-963-89560-2-6

[S19] Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo: Forced convection flow of a non-
Newtonian fluid over a flat surface in porous medium, Mathematics and
Computers in Biology & Biomedical Informatics: Proceedings of the 14th
International Conference on Mathematics and Computers in Biology and
Chemistry (MCBC ’13), Baltimore, USA, September 17-19, 2013. pp. 86-
91., ISBN:978-960-474-333-9

[S20] Hriczé Krisztian: Folyadékaramlasi problémak vizsgdlata hasonlosa-
gi modszerrel nem-newtoni koézegben, XIX. FMTU, Erdélyi Muzeum-
Egyesiilet, Kolozsvar, 2014. pp. 209-212, ISSN 2067-6808

81

10.14750/ME.2015.008



FUGGETLEN HIVATKOZASOK

Fiiggetlen hivatkozasok

[S2| Gabriella Bognér, Krisztian Hriczé: Similarity Solution to a Thermal
Boundary Layer Model of a non-Newtonian Fluid with a Convective
Surface Boundary Condition, Acta Polytechnica Hungarica, Vol. 8, No.
6, 2011, pp. 131-140., ISSN 1785-8860, IF 0.385

[S2-1] Mutlag A.A., Uddin M.J., Ismail A.ILM.: Effect of Thermal Slip
on the Falkner-Skan Stretching and Shrinking Wedge Flow of a
Power-Law Fluid and Heat Transfer, Modern Applied Science 7
2013. pp. 57-69.

[S2-2] Grosan T., Merkin J.H., Pop I.: Mixed convection boundary-
layer flow on a horizontal flat surface with a convective boundary
condition, Meccanica 48: (29) 2013. pp. 2149-2158.

[S3] Gabriella Bognar, Imre Gombkéts, Krisztian Hriczé: Power-law Non-
Newtonian Fluid Flow on an Inclined Plane, International Journal of
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, Vol. 6, No. 1,
2012. pp. 72-80., ISSN 1998-0140

[S3-1] Abas S.S., Mohd Yatim Y.: Similarity solution for unsteady
gravity-driven dry patch in a non-Newtonian fluid flow, AIP Con-
ference Proceedings 20th National Symposium on Mathematical

Sciences - Research in Mathematical Scienc. American Institute of
Physics Inc., 2013. pp. 487-495., doi:10.1063/1.4801166

[S13] Gabriella Bognar, Krisztian Hriczo: Laminar thermal boundary layer
model for power-law fluids over a permeable surface with convective bo-
undary condition, in Recent Advances in Fluid Mechanics, Heat & Mass
Transfer and Biology, Harvard, Cambridge, USA, January 25-27, 2012.
pp. 198-203., ISBN:978-1-61804-065-7

[S13-1] Siddiqui A.M., Mitkova M.K., Ansari A.R.: Two-phase Flow of
a Third Grade Fluid Between Parallel Plates, WSEAS Trans Fluid
Mech 7: (4) 2012. pp. 117-128.

82

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

Irodalomjegyzék

[1] Ahmad F., Al-Barakati W.H.: An approzimate analytic solution of the
Blasius problem, Comm. Nonlinear Sci. Num. Simul., 14 2009. pp. 1021-
1024.

[2] Allen M.B., Behic G.A., Trangenstein J.A.: Multiphase Flow in Porous
Media, Lecture. Notes in Engineering, Springer, New York, 1988.

[3] Ancey C.: Flow down inclined channel as a discriminating experiment,
Research Riport 2003.

[4] Anderson J.D.: Ludwig Prandtl’s Boundary Layer, Physics Today Online
58 2005. pp. 42-48. doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.2169443

[5] Arafune K., Hirata A.: Interactive solutal and thermal Marangoni con-
vection in a rectangular open boat, Numerical Heat Transfer Part A 34
1998. pp. 421-429.

[6] Arifin N. M., Nazar R., Pop L.: Marangoni-drien boundary layer flow in
nanofluids, Latest Trends on Theoretical and Applied Mechanics, Fluid
Machanics and Heat & Mass Transfer, Corfu Island, Greece, July 22-24.
2010. pp. 32-35.

[7] Aziz A.: A similarity solution for laminar thermal boundary layer over a
flat plate with a convective surface boundary condition, Comm. Nonlinear
Sci. Numer. Simulat., 14 2009. pp. 1064-1068.

[8] Barrow H., Rao T.L.S.:  The effect of variable beta on free convection.
Br. Chem. Eng. 16 1971. pp. 704-709.

[9] Bataller R.C.: Radiation effects for the Blasius and Sakiadis flows with a
convective surface boundary condition, Appl. Math. Comput., 206 2008.
pp- 832-840.

[10] Benedetto D., Caglioti E., Pulvirenti M.: A kinetic equation for granu-
lar media, RAIRO Modél. Math. Anal. Numér. 31, 5(1997), 615-641.
Erratum in M2AN Math. Model. Numer. Anal. 33, 2. 1999. pp. 439-441.

[11] Benedetto D., Pulvirenti M.: On the one-domensional Boltzman equation
for granular flows, Phys. Fluids 16, 12. 2004. pp. 4235-4247.

83

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

Blasius H.: Grenzschichten in Flussigkeiten mit kleiner reibung, 7. Math.
Phys., 56 1908. pp. 1-37.

Bobylev A.V., Cercignani C., Toscani G.: Proof of an asymptotic
property of self-similar solutions of the Boltzman equation for granular
materials, J. Statist. Phys. 111, 1-2. 2003. pp. 403-417.

Bognar G.: Analytic solutions to the boundary layer problem over a
stretching wall, Computers and Mathematics with Applications 61 2011.
pp- 2256-2261.

Bognar G.: On similarity solutions to boundary layer problems with up-

stream mowving wall in non-Newtonian power-law fluids, IMA J. Applied
Mathematics 77 No. 4 2012. pp. 546-562.

Bognar G.: Analytic Solutions to a Boundary Layer Problem for Non-
Newtonian Fluid Flow Driven by Power Law Velocity Profile, WSEAS
Transactions on Fluid Mechanics 6 2011. pp. 22-31.

Bognéar G., Z. Csati: Numerical solution to boundary layer problems over
moving flat plate in non-Newtonian media, Journal of Applied Mathe-
matics and Physics 2 2014. pp. 8-13

Bognar G.: Similarity solution of a boundary layer flow for non-
Newtonian fluids, Int. J. Nonlinear Sciences and Numerical Simulation
10 2009. pp. 1555-1566.

Briot Ch., Bouquet J.K.: Etude des fonctions d’une variable imaginaire,
J. Ecole Impériale. Polytechnique, Cashier 36 1856. pp. 85-131.

Buongiorno J.: Convective transport in nanofluids, ASME J. Heat Trans-
fer, 128 2005. pp. 240-250. Doi:10.1115/1.2150834

Cercignani C.: Shear flow of a granular material, J. Statist. Phys. 102,
5-6. 2001. pp. 1407-1415.

Cheng P., Minkowycz W.J.: Free convection about a vertical flat plate
embedded in a porous medium with application to heat transfer from a
dike, Journal of Geophysical Research 82 1977. pp. 2040-2044.

Cheng P., Chang 1[.-D.: Buoyancy induced flows in a saturated porous
medium adjacent to impermeable horizontal surface, Int. J. Heat Mass
Transfer 19 1976. pp. 1267-1272.

84

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

[24] Christopher D.M., Wang B-X.: Marangoni convection around a bubble
i macrogravity, heat transfer, in: Proceedings of the 11th International
Heat Transfer Conference, Taylor and Francis, Levittown, PA, 3 1998.
pp- 489-494.

[25] Christopher D.M., Wang B.: Prandtl number effects for Marangoni con-
vection over a flat surface, Int. J. Thermal Sci. 40 2001. pp. 564-570.

[26] Christopher D.M., Wang B-X.: Similarity simulation for Marangoni con-
vection around a vapor bubble during nucleation and growth, Internatio-
nal Journal of Heat and Mass Transfer, 44 2001. pp. 799-810.

[27] Congedo P.M., Collura S., Congedo P.M.: Modeling and analysis of na-
tural convection heat transfer in nanofluids, In: Proc. ASME Summer
Heat Transfer Conf. 2009., 3 2009. pp. 569-579.

[28] Cortell R.: Numerical solutions of the classical Blasius flat-plate problem,
Appl. Math. Comput., 170 2005. pp. 706-710.

[29] Das S.K., Choi S.U.S., Yu W., Pradeep T.: Nanofluids: Sience and
Technology, Wiley, New Jersey, 2007.

[30] Dénes J., Patko 1.. Computation of boundary layers, Acta Polytechnica
Hungarica, 1 2004. pp. 79-87.

[31] Furumoto A.S.: A systematic program for geothermal exploration on the
island of Hawaii, paper presented at the 45th Annual International Mee-
ting, Soc. of Explor. Geophys., Denver, CO. Oct. 12-16, 1975.

[32] Gryglaszewski P., Saljnikov V.: Universelles mathematishes model Fiir
Dem Grenzschichtfall Mit Naturlicner Konvection in Nicht-Newtonschen
Flussigkeiten, Zeit. Angew. Math. Mech. (ZAMM), 69 1989. pp. 661-664.

[33] Haff P.: Grain flow as a fluid-mechanical phenomenon, J. Fluid. Mech.
134 1983. pp. 401-430.

[34] He J.H.: Approximate analytical solution of Blasius equation, Comm.
Nonlinear Sci. Num. Simul., 3 1998. pp. 260-263.

[35] He J.H.: A simple perturbation approach to Blasius equation, Appl. Ma-
th. Comput., 140 2003. pp. 217-222.

85

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

[36]

37]

38

[39]

[40]

[41]

42|

[43]

[44]

[45]

|46]

147]

Ho C.J., Chen M.W., Li Z.W.: Numerical simulation of natural con-
vection of nanofluid in a square enclosure: Effects due to uncertainties

of viscosity and thermal conductivity, Int. J, Heat & Mass Transfer, 51
2008. pp. 4506-4516.

Ince E. L.: Ordinary Differential Equations, Dover Publ., New York,
1956.

Ingham D.B., Pop 1. (Eds): Transport Phenomena in Porous Media,
Oxford, 1998., IT 2002., IIT 2005.

Ingham D.B., Bejan A., Mamut E., Pop 1.: Emerging Technologies and
Techniques in Porous Media, NATO Science Series II. Mathematics, Phy-
sics and Chemistry, Springer Netherlands, 134 2004. doi: 10.1007/978-
94-007-0971-3

Ishak A.: Similarity solution for flow and heat transfer over a permeable
surface with convective boundary condition, Appl. Math. Comput., 217
2010. pp. 837-842.

Jaluria Y.: Fluid Flow Phenomena in Materials Processing — The 2000
Freeman Scholar Lecture, Journal of Fluids Engineering, 123 2001. pp.
173-210.

Jiao D., Sharma M.M.: Investigation of Dynamic Mud Cake Formation:
The Concept of Minimum Owverbalance Pressure, SPE 26323, Proceedings
of the SPE 68th Annual Technical Conference & Exhibition, Houston,
TX, October 3-6, 1993.

Kechil S.A., Hashim I.: Series solutions of boundary-layer flows in porous
media with lateral mass flux, Heat Mass Transfer, 44 2008. pp. 1179-1186.

Lai F.C.: Mized Convection in Saturated Porous Media. In Handbook of
porous media (ed. K. Vafai), Marcel Dekker, New York 2000. pp. 605-661.

Lesnic D., Ingham D.B., Pop I.: Free convection boundary-layer flow
along a vertical surface in a porous medium with Newtonian heating, Int.
J. of Heat and Mass Transfer 42 1999. pp. 2621-2627.

Li H., Toscani G.: Long-time asymptotics of kinetic models of granular
flows, Arch. Ration. Mech. Anal. 172, 3. 2004. pp. 407-428.

Liao S.J.: An explicit, totally analytic approximate solution for Blasius
viscous flow problems, Int. J. Non-Linear Mech., 34 1999. pp. 759-778.

86

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

Magyari E.:; The moving plate thermometer, Int. J. Therm. Sci., 47 2008.
pp- 1436-1441.

Magyari E.: Comment on ,A similarity solution for laminar thermal
boundary layer over a flat plate with a convective surface boundary condi-
tion” by A. Aziz, Comm. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 2009; 14:1064-8,
Comm. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 16 2011. pp. 599-601.

Magyari E., Keller B.: Ezact analytic solutions for free convection boun-
dary layers on a heated vertical plate with lateral mass flur embedded in
a saturated porous medium, Heat Mass Transfer, 36 2000. pp. 109-116.

Magyari E., Chamkha A.J.: Exact analytical solutions for thermosolutal
Marangoni convection in the presence of heat and mass generation or
consumption, Heat Mass Transfer, 43 (2007), 965-974.

Napolitano L.G.: Marangoni boundary layers, in Proceedings of the 3rd
European Symposium on Material Science in Space, Grenoble, France,
June 1979.

Nazar R., Arifin N.M., Pop 1.: Free convection boundary layer flow over
vertical and horizontal flat plates embedded in a porous medium unde mai-
xed thermal boundary conditions, Int. Comm. in Heat and Mass Transfer
33 2006. pp. 87-93.

Nield D.A., Bejan A.: Convection in Porous Media, 2nd ed. Springer,
New York 1999.

Paullet J.E.: An uncountable number of solutions for BVP govering Ma-
rangoni convection, Math. Comput. Modelling 52 2010. pp. 1708-1715.

Pop I., Ingham D.B.: Convective Heat Transfer: Mathematical and
Computational Modelling of Viscous Fluids and Porous Media, Perga-
mon, Oxford 2001. pp. 381-430.

Rees D.A.S., Pop, L.: Free convection induced by a vertical wavy surface
with uniform heat flux in a porous medium. J. Heat Transfer 117 1995.
pp. 547-550.

Shvets Y.I., Vishnevvskiy V.K.:FEffect of dissipation on convection heat
transfer in flow of non-Newtonian fluid. Heat Transfer-Soviet Research
19 1987. pp. 38-43.

87

10.14750/ME.2015.008



IRODALOMJEGYZEK

[59]

[60]

[61]

62]

63]

[64]

[65]

[66]

67]

68

[69]

Slavtchev S., Miladinova S.: Thermocapillary flow in a liquid layer at
minimum in surface tension, Acta Mech. 127 1998. pp. 209-224.

Toscani G.: Kinetic and hydrodynamic models of nearly elastic granular
flows, Monatsh. Math. 142, 1-2. 2004. pp. 179-192.

Vajravelu K., Sastri K.S.: Fully developed laminar free convection flow
between two parallel vertical walls, I. Int. J. Heat Mass Transf. 20 1977.
pp. 655-660.

Vajravelu K., Cannon J.R., Leto J., Semmoum R., Nathan S., Draper M.,
Hammock D.: Nonlinear convection at a porous flat plate with application
to heat transfer from a dike, J. Math. Anal. Appl. 277 2003. pp. 609-623.

Vajravelu K., Prasad K.V., Van Gorder R.A., Lee J.: Free convecti-
on boundary layer flow past a vertical surface in a porous medium with
temperature-dependent properties, Transp. Porous Med. 90 2011. pp. 977-
992. doi: 10.1007/s11242-011-9827-5

Villani C.: Topics in optimal transportation, 58 of Graduate Studies in
Mathematics, American Mathematical Society, Providence, RI, 2003.

Villani C.: Mathematics of granular materials, J. Statist. Phys. 124
2006. pp. 781-822.

Zhang Y., Zheng L., Wang X., Song G.: Analysis of Marangoni Con-
vection of Non-Newtonian Power Law Fluids with Linear Temperature
Distribution, Thermal Science, 15 2011. pp. 45-52. doi: 10.2298/TS-
CI1151045%

Zheng L., Zhang X., Gao Y.: Analytical solution for Marangoni convec-
tion over a liqiud-vapor surface due to an imposed temperature gradient,
Math. Comput. Modelling, 48 2008. pp. 1787-1795.

Zheng L., Zhang X., He J.: Suitable heat transfer model for self-similar
laminar boundary layer in power law fluids, J. Thermal Science, 13 2004.
pp. 150-154.

Zheng L.-C., Chen X.-H., Zhang X.-X., He J.-C.: An Approximately
Analytical Solution for the Marangoni Convection in an In-Ga-Sb Sys-
tem, Chin. Phys. Lett., 21 2004. pp. 1983-1985.

88

10.14750/ME.2015.008



